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Ueber die Berührungskegelschnitte und Doppel- 
tangenten der allgemeinen Curve vierter Ordnung. 


\ 


(Von Herrn Gustav Kohn in Wien.) 


Meiner hat im 49. Bande dieses Journals eine Reihe von schönen 
Sätzen über die Doppeltangenten der allgemeinen Curve vierter Ordnung 
veröffentlicht, und es unterliegt heute keinem Zweifel, dass er diese Sätze 
durch Betrachtung der 63 quadratischen Kegelschnittsysteme gefunden hat, 
deren Einhüllende dieselbe allgemeine Curve vierter Ordnung ist *). 

In der vorliegenden Abhandlung gelingt es nun, die Theorie eines 
einstufigen quadratischen Kegelschnittsystems und damit auch die "Theorie 
seiner Einhüllenden, der allgemeinen Curve vierter Ordnung, einen Schritt 
weiterzuführen; es gelingt nicht nur, vom Steinerschen Ausgangspunkte aus 
die bisher nur von einem völlig verschiedenen Ausgangspunkte aus bewiesenen 
Sätze über die Doppeltangenten der allgemeinen Curve vierter Ordnung 
naturgemäss zu entwickeln, sondern auch eine Anzahl von neuen Sätzen 
über die Berührungskegelschnitte und Doppeltangenten dieser Curve zu finden. 

Eine allgemeine Curve vierter Ordnung C* ist, wie in $ 2 gezeigt 
wird, gegeben durch eine allgemeine quadratische Mannigfaltigkeit von x 
Tangententripeln eines Kegelschnitts /, und zwar als Ort derjenigen Punkte, 


von welchen aus zwei Tangenten an den Kegelschnitt / gehen, die nur von 


Siehe Steiner, Eigenschaften der Curven vierten Grades rücksichtlich ihrer Doppel 
tangenten. Die Untersuchungen von Steiner sind wesentlich vervollständigt worden dureh 
die beiden Abhandlungen von Hesse in demselben (49.) Bande dieses Journals. (S. auch 
die Abhandlung von Cayley im 63. Bande und die nach einem Manuscripte von Canley 
redigirte Darstellung in Salmon, Höhere Curven.) Den Weg, welchen unzweilelhaft Steiner 


\ 


bei seinen Untersuchungen eingeschlagen hat, hat Aronhold in einer schönen Abhand- 
lung zuerst aufgedeckt, welche in den Berliner Ber. v. J. 1864 abg 
Weg ist dann von den Herren Geiser (dieses Journal, Bd. 72) und Ameseder (Wiener 


IST, iJıeser 


pP 1 
i n 


Ber., Bd. 86) weiter verfolgt worden.] Das Hauptverdienst Aronholds bilden aber sein: 
neuen Sätze über die Doppeltangenten, vor allem die lineare Bestimmung aller 2S Doppel- 
tangenten aus den « eines Sıebenersystems, welche er in der eitirten Abhandlung auf 
einer Grundlage findet, die von der Steiner-Hesseschen völlig abweicht (vergl. S 4 


dieser Abh.). 
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einer einzigen Tangente zu einem 'T'ripel der besagten Mannigfaltigkeit er- 
gänzt werden. Durch diese quadratische, doppelte Mannigfaltigkeit von 
Tangententripeln des Kegelschnitts / erscheinen aber ferner drei Systeme 
von Berührungskegelschnitten der Curve C* direct gegeben. Ein beliebiger 
Kegelschnitt des einen Systems wird erfüllt von den Schnittpunkten der 
Tangentenpaare, welche eine beliebig angenommene Tangente des Kegel- 
schnitts / zu einem T'ripel unserer Mannigfaltigkeit ergänzen ($ 3), während 
die Kegelschnitte der beiden anderen Systeme die Erzeugnisse jener beiden 
Systeme von kubischen Tangenteninvolutionen auf dem Kegelschnitte I sind, 
deren Gruppen durch Tripel unserer Mannigfaltigkeit gebildet werden ($ 2). 
Der Beweis dieser Sätze gründet sich auf den in $ 1 neu eingeführten Be- 
griff eines Involutionskegelschnitts für ein quadratisches Kegelschnittsystem, 
welcher für die "Theorie eines solchen Kegelschnittsystems wesentlich zu 
sein scheint. Den sonstigen Inhalt dieser Abhandlung bilden einfache Fol- 
gerungen aus den genannten Sätzen nebst einigen Betrachtungen, zu wel- 
chen diese Sätze die Anregung geben. Insbesondere hebe ich hervor, dass 
sich die Arorholdsche lineare Construction der sämmtlichen Doppeltangenten 
der C* aus den Doppeltangenten eines Siebenersystems in $4 als einfache 
Consequenz dieser Sätze ergiebt. 

Was endlich die Darstellung anlangt, so habe ich zur Ableitung der 
Resultate in dieser Arbeit durchgängig den Weg gewählt, auf welchem die- 
selben gefunden worden sind. Es mag jedoch bemerkt werden, dass man 
die Resultate dieser Abhandlung auch auf einem anderen Wege in einfacher 
Weise entwickeln kann *). 


sl. 
Die Involutionskegelschnitte für ein einstufiges quadratisches Kegelschnittsystem. 
Es sei ein beliebiges Netz von Kegelschnitten vorgelegt und die 
Gleichung desselben möge lauten: 
(1.) 1, K, +2, K,+4,K, = (0, 
wo 4, 4,, 4, willkürliche Parameter und X,, K,, K, homogene Functionen 
zweiten Grades der Coordinaten z,, z,, x; eines Punktes der Ebene bedeuten. 


*) Die wesentlichsten unter den in dieser Abhandlung bewiesenen neuen Sätzen sind 
schon, jedoch ohne Beweise, im Sitzungsber. d. Wiener Akad. d. Wissensch. vom 3. Februar 
1585 veröffentlicht. [Vergl. die Abhandlung „Ueber die Relationen, welche zwischen den 
verschiedenen Systemen von Berührungskegelschnitten einer allgemeinen Curve vierter Ord- 
nung bestehen“ (Monatshefte für Math. u. Phys., Bd. 1), wo mehrere von den Resultaten der 
vorliegenden Abhandlung in anderer Weise begründet und weitergeführt sind. Juni 1890.] 
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Ein quadratisches System von Kegelschnitten des Netzes (1.) kann 
nun entweder dadurch gegeben werden, dass man zwischen den Grössen 
hy, Aa, 4 eine homogene quadratische Relation festsetzt: 

(2.) plh,d,d) = (0, 
oder auch dadurch, dass man 4,, A,, A, als quadratische Funetionen desselben 
Parameters A ausdrückt: 

(3.) ,=a+ßityl, kemtßityl, m; +ß;4- Yıh“, 

Es braucht wohl nicht erst hervorgehoben zu werden, dass diese 
beiden Darstellungen äquivalent sind, insofern als jedes irredueible Kegel- 
schnittsystem, welches durch (2.) dargestellt wird, auch durch Gleichungen 
der Form (3.) gegeben werden kann und umgekehrt. Denn wenn man 4,, 
hy, 43, als homogene Coordinaten eines Punktes in der Ebene deutet, so 
liefert sowohl (2.) als auch (3.) einen Kegelschnitt und jeder nicht zer- 
fallende Kegelschnitt der Ebene kann bekanntlich sowohl auf die eine als 
auch auf die andere Art gegeben werden. 

Adoptirt man die Form (3.) und setzt die Werthe von A,, A,, A, in 
(1.) ein, so erhält man, falls nach A geordnet wird, das quadratische Kegel- 
schnittsystem dargestellt in der Form: 

(4.) “U+2,V+W = 0, 
wo U, V, W, gleich Null gesetzt, Kegelschnitte des Netzes (1.) liefern. 
Man hat auch sofort den bekannten und weiter unten zu benutzenden Satz, 
dass unter den Kegelschnitten des Systems sechs zerfallende vorkommen, 
da die Disceriminante von (4.), gleich Null gesetzt, eine Gleichung sechsten 
Grades in 4 ergiebt. 

Die Form (2.) wiederum lässt erkennen, dass ein irredueibles qua- 
dratisches Kegelschnittsystem eindeutig bestimmt ist durch fünf Kegelschnitte 
eines Netzes, von denen keine drei demselben Büschel angehören — ein 
Satz, welcher, wie ersichtlich, algebraisch damit äquivalent ist, dass ein 
Kegelschnitt durch fünf Punkte einer Ebene, von denen keine drei auf einer 
Geraden liegen, eindeutig gegeben werden kann. — 

Wir wollen jetzt ein quadratisches System von Kegelschnitten des 
Netzes (1.) auf eigenthümliche Weise festlegen. 

Wir nehmen einen beliebigen Kegelschnitt / in der Ebene des Netzes 
(1.) an und betrachten diejenigen dem Netze angehörigen Kegelschnitte, 
welchen Dreiecke eingeschrieben werden können, die dem Kegelschnitt / 
umschrieben sind. 

* 
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Die Relation, welehe zwischen den Coefficienten der Gleichungen 
zweier Kegelschnitte / und K bestehen muss, wenn es ein Dreieck (und 
dann auch schon unendlich viele) geben soll, welches dem ersten um- 
schrieben, und dem zweiten gleichzeitig einbeschrieben ist, ist bekannt (8. 
z. B. Salmon-Fiedler, Kegelschnitte, Art. 352, S. 465 der 3. Aufl.), und zwar 
ist dieselbe quadratisch in den Coeffieienten von K. Ist K ein Kegelschnitt 
des Netzes (1.), so sind seine Coefficienten homogene lineare Functionen 
der Parameter A,, 4,, 4,, und wenn man diese Werthe der Coeffieienten in 
die in Rede stehende Relation einsetzt, so resultirt eine homogene qua- 
dratische Gleichung zwischen den Grössen 4,. 4. 4,, durch welche nach 
Obisem ein quadratisches System von Kegelschnitten des Netzes festge- 
legt wird. 

Es bilden daher die Kegelschnitte des Netzes (1.), welche zum 
Kegelschnitt / in der angegebenen Lagenbeziehung stehen, ein quadratisches 
Kegelschnittsystem, und wir bezeichnen den Kegelschnitt / als Involutions- 
kegelschnitt für dieses System. Ist X ein beliebiger, diesem System an- 


gehöriger Kegelschnitt, so giebt es unendlich viele Dreiecke, welche K ein- 
oeschrieben sind und deren Seiten die Tripel einer kubischen Tangenten- 
involution auf dem Kegelschnitt / bilden. Es tritt also der Kegelschnitt / 
als Träger von unendlich vielen kubischen Tangenteninvolutionen auf, deren 
Erzeugnisse die Kegelschnitte unseres quadratischen Systems sind — ein 
Umstand, der unsere Bezeichnung des Kegelschnitts / als .„Involutionskegel- 
schnitt" rechtfertigen mag. 

er Kegelschnitt / berührt die sechs Kegelschnitte unseres quadra- 
tischen Systems, welche in Geradenpaare zerfallen. Denn es können einem 
(reradenpaar dann und nur dann Dreiecke eingeschrieben werden, die dem 
Kegelschnitt / umschrieben sind, wenn eine der beiden Geraden des Paares 
diesen Kegelsehnitt berührt — eine Bemerkung, die sogleich noch zu einem 
anderen Zwecke verwerthet werden wird. — 

Nachdem wir gezeigt haben, wie durch Annahme eines beliebigen 
Kegelschnitts / in der Ebene eines Netzes (1.) als Involutionskegelschnitt 
ein quadratisches System von diesem Netze angehörigen Kegelschnitten be- 
stimmt ist, wollen wir den Nachweis führen, dass jedes beliebig vorgelegte 
quadratische System I von Kegelschnitten des Netzes (1.) auf die eben 
angegebene Art bestimmt werden kann. 


In dem System I kommen sechs in Geradenpaare zerfallende Kegel- 
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schnitte vor. Denkt man sich nun einen Kegelschnitt / fixirt, welcher 
fünf Gerade berührt, die Bestandtheile von fünf verschiedenen unter den 
sechs zerfallenden Kegelschnitten bilden, so werden die Kegelschnitte des 
Netzes (1.), welchen dem Kegelschnitt / umschriebene Dreiecke eingeschrieben 
werden können, ein quadratisches System bilden. Das so bestimmte qua- 
dratische Kegelschnittsystem hat aber mit dem Kegelschnittsystem 2 fünf 
Kegelsehnitte gemein, nämlich die fünf zerfallenden Kegelschnitte von $, 
welche den Kegelschnitt / berühren, und da, wie oben gezeigt. ein quadra- 
tisches Kegelschnittsystem durch fünf Kegelschnitte eines Netzes eindeutig 
bestimmt ist, so folgt die Identität der beiden Kegelschnittsvsteme. Es ist 
also der Kegelschnitt 7° Involutionskegelschnitt für das System 

Wir können den Satz aussprechen: 

Jeder Kegelschnitt I, welcher fünf von den sechs zerfallenden Kegel- 
schnitten eines einstufigen quadratischen Kegelschnittsystems Z berührt, berührt 
auch den sechsten und ist Incolutionskegelschnitt für das System Z, d.h. es 
giebt unendlich viele Dreiecke, welche irgend einem Kegelschnitt dieses Systems 
eingeschrieben und dabei dem Kegelschnitt I umschrieben sind. 


Es giebt im Ganzen 32 Involutionskegelschnitte für ein quadratisches 


Nur 


Arten aus den fünf Ge- 


Kegelschnittsystem. Denn man kann auf 2° = 3: 


radenpaaren von fünf zerfallenden Kegelschnitten des Systems fünf Gerade 


zur Bestimmung eines Involutionskegelschnitts so auswählen, dass kein 
zwei demselben Paar angehören, und die so bestimmten 32 Involutiens- 
kegelschnitte sind im Allgemeinen von einander verschieden. Fielen näm- 


lich zwei von diesen Kegelschnitten zusammen, so würden sieben im All- 
gemeinen verschiedene Geraden, die Bestandtheile von zerfallenden Kegel- 
schnitten eines quadratischen Systems sind, denselben Kegelschnitt berühren. 
Die sämmtlichen Kegelschnitte eines quadratischen SVstems gehören abeı 
demselben allgemeinen Netze an, und die in einem solchen enthaltene 
remeine Curve dritter Klasse. 


- 


Geradenpaare umhüllen bekanntlich eine all 
welche mit einem Kegelschnitt nicht mehr als sechs Tangenten gemein 
haben kann. — 

Sind a,b,. a,b,, a,b,. a,b,, a.b.. a,b, die sechs Geradenpaare, welche 
die zerfallenden Kegelschnitte des Systems > bilden, so kann man leicht 
angeben, wie sich diese 12 Geraden zu je 6 als Tangenten der 32 In- 
volutionskegelschnitte gruppiren. 


Wir setzen voraus, die Bezeichnung .sei so gewählt. 











6 Kohn, Berührungskegelschnitte und Doppeltangenten von Curven IV. O. 









raden a,, 4, 4;, A,, A;,, a, einen Involutionskegelschnitt berühren, der mit 
(a,a,4,a,a,a,) bezeichnet werden mag. Dann ist (a,a,a,a,b,b,) ein neuer 
Involutionskegelschnitt. Denn der Kegelschnitt, welcher die fünf Geraden 
A,, G;, Ay, Ay, b, berührt, wird nach unserem Satze ein neuer Involutions- 
kegelschnitt sein und den aus dem Geradenpaar a,b, bestehenden sechsten 
zerfallenden Kegelschnitt des Systems >° berühren. Derselbe kann aber 
die Gerade a, nicht berühren, da er mit dem Kegelschnitt (a,a,a,a,a,a,) 
dann fünf Tangenten gemein hätte; er berührt also die Gerade b,. 
















































Auf diese Weise erkennt man allgemein, dass aus unserer Bezeich- 
nung für irgend einen Involutionskegelschnitt die Bezeichnung für einen 
zweiten hervorgeht, falls man in jener Bezeichnung gleichzeitig zwei Buch- 
staben a durch die entsprechenden Buchstaben 5 oder umgekehrt ersetzt. 
Man gelangt so von der Bezeichnung (a,a,a,a,a,a,) für einen Involutions- 
kegelschnitt, zu derjenigen für die 31 übrigen. Bei der Durchsichtigkeit des 
Verfahrens dürfte es überflüssig sein, das Schema der 32 Involutionskegel- 
schnitte in extenso herzusetzen, und es mögen nur die beiden folgenden Be- 
merkungen hier ihren Platz finden: 

1) Die 32 Involutionskegelschnitte ordnen sich in 16 Paare, so 
dass ein Kegelschnitt des Paares sechs von den zwölf Geraden a,, b,, 
A, d5, ... a;, 5 und der andere die übrigen sechs berührt. Ein solches 
Paar bilden z. B. die Kegelschnitte (a,a,a;a,a,a,;) und (b,b,b,b,b,bs). 

2) Jede von den 12 Geraden a,, b,, @;, b:, ... %, db, wird von 16 
unter den 32 Involutionskegelschnitten berührt. — 

Zwischen der Theorie eines allgemeinen einstufigen quadratischen 
Kegelschnittsystems und der Theorie der allgemeinen Curve vierter Ord- 
nung besteht bekanntlich ein sehr inniger Zusammenhang, indem von den 
Kegelschnitten eines quadratischen Systems eine allgemeine Curve vierter 
Ordnung eingehüllt wird, und jede beliebige allgemeine Curve vierter Ord- 
nung die Einhüllende von 63 quadratischen Kegelschnittsystemen ist. Die 
Kegelschnitte eines solchen Systems bezeichnen wir mit Hesse als Berührungs- 
kegelschnitte der Curve vierter Ordnung, weil sie diese Curve in allen vier 
Punkten berühren, in welchen sie ihr begegnen. Es besteht also insbe- 
sondere jeder der sechs zerfallenden Kegelschnitte eines solchen Systems 
von Berührungskegelsehnitten der allgemeinen Curve vierter Ordnung C;; 
aus einem Paar von Doppeltangenten derselben. 

Infolge dessen berührt jeder von den 32 Involutionskegelschnitten 
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für ein System von Berührungskegelschnitten der Curve 0}, sechs Doppel- 
tangenten dieser Curve, und entsprechend den 63 Systemen von Berührungs- 
kegelschnitten würden wir also 63.32 = 2016 Gruppen von sechs Doppel- 
tangenten erhalten, welche denselben Kegelschnitt berühren. 

Es ist nun schon Hesse *), wenn auch auf einem gänzlich verschie- 
denen Wege, zu derartigen Gruppen von sechs Doppeltangenten gelangt, und 
aus seinen Betrachtungen ergiebt sich die Zahl soleher Gruppen gleich 
1008, also halb so gross wie die eben gefundene. 

In der That werden wir im nächsten Paragraphen zeigen, dass jeder 
Involutionskegelschnitt für ein System von Berührungskegelsehnitten einer 
allgemeinen Curve vierter Ordnung noch für ein zweites System von Be- 
rührungskegelschnitten derselben Curve Involutionskegelschnitt ist. 


$ 2, 


Zwei Systeme von Berührungskegelschnitten einer Curve vierter Ordnung. w: 
lichen Involutionskegelschnitt besitzen und auf diesem dasselbe System von Taı 


Ist der Kegelschnitt / Involutionskegelschnitt für das quadratische 
Kegelschnittsystem >, dann giebt es nach $ 1 unendlich viele Dreiecke, 
welche diesem Kegelschnitt / umschrieben und dabei einem beliebigen Kegel- 
schnitt des Systems I einbeschrieben sind. 

Um die doppelte Mannigfaltigkeit von Tangententripeln, welche da- 
durch auf dem Kegelschnitt / bestimmt wird, analytisch darzustellen, denken 
wir uns auf diesem Kegelschnitt eine Parametervertheilung ausgebreitet und 
fragen nach der helation 

(1.) f(u,, u, 15) = Q, 
welche zwischen den Parametern «,, w,, ı, von drei Tangenten eines sol- 
chen Tripels besteht. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass die fragliche Relation für die 
Parameter w,, 4, 4, symmetrisch ist. Man erkennt aber ferner, dass die- 
selbe jede der Grössen u,, 4, 4, nur bis zum zweiten Grade enthält, in- 
dem bei willkürlicher Annahme von zwei dieser Grössen die dritte eindeutig 
bestimmt erscheint. Es ist nämlich durch Annahme von zwei Tangenten 
eines Tripels deren Schnittpunkt als Punkt desjenigen dem System I an- 
gehörigen Kegelschnitts fixirt, für den das zu bestimmende Tripel ein ein- 
geschriebenes Dreieck eonstituirt, und es ergeben sich also, entsprechend den 


*) Dieses Journal, Bd. 55, S. 83 
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beiden Kegelschnitten von IF, welche durch einen beliebigen Punkt der 
Ebene hindurehgehen, zwei Tripel der verlangten Art. 
Wenn man statt der Parameter der Tangenten eines Tripels z,, 1, 
«, die elementar-symmetrischen Funetionen dieser Grössen einführt, 
(2.) 5, em tm tt, 9m + lt, F+ Urt, 0, = Mt, Molte, 
so gewinnt die in den Grössen «,, 4, u, symmetrische, quadratische Re- 
lation (1.) die Gestalt: 


/I N 


(3.) ao, -+bo,+ 00; +d-+ 2f0,0,+ 290,0, -+2ho,0,+ 210, +2mo,-+2no, = 0. 


Wir wollen jetzt die Gleichung (3.) zum Ausgangspunkt für unsere 
weiteren Betrachtungen nehmen, dabei aber die Coefficienten derselben als 
eanz willkürlich gegeben voraussetzen. Dann wird durch diese Gleichung 
das allgemeinste quadratische System von &° 'Tangententripeln des Kegel- 
sehnitts / dargestellt. 

Die (Geometrie eines solchen Systems von 'Tlangententripeln ist in 
eewisser Richtung zurückführbar auf die Geometrie der Oberflächen zwei- 
ten Grades. 

Man kann nämlich die Tlangententripel des Kegelschnitts / ein-ein- 
deutig abbilden auf die Punkte des Raums, indem man einem durch die 
Grössen O,, 9, 0, gegrebenen Tripel den Kaumpunkt zuweist, dessen Uar- 
tesische Coordinaten o,, 9, 0, sind, und es wird dann dem in Rede stehen- 
den System von Tangententripeln die durch die Gleichung (2.) dargestellte 
Fläche zweiter Ordnung entsprechen. 

Man übersieht leicht, dass bei unserer Abbildung den Punkten einer 


be] 


beliebigen Geraden Tangentendreiecke des Kegelschnitts / entsprechen, 
deren Eeken auf demselben Kegelschnitt liegen. Denn durch zwei lineare 
Gleichungen zwischen den Grössen 9,, 9, 9,, die zufolge (2.) die Coef- 
ticienten der Gleichung sind, welche die Parameter eines T'ripels von 'l’an- 
venten des Kegelschnitts / liefert, ist bekanntlich eine kubische Tangenten- 
involution aut diesem Kegelschnitt gegeben, und das Erzeugniss einer solchen 
ist ein Kegelschnitt. 

Man welangt also entsprechend den beiden Schaaren von geradlinigen 
Erzeugenden der Fläche zweiter Ordnung (3.) zu zwei Systemen von Kegel- 
schnitten, welche als Erzeugnisse von aus Tripeln des Systems (3.) be- 
stehenden kubischen Tangenteninvolutionen auf dem Kegelschnitt / auftreten. 
Da durch jeden Punkt der Fläche zweiter Ordnung eine einzige Er- 














russ 
al - 
ei a VRENEERTEITER A EN E sh; 


a ar a a a a Fl a it a in a alt u ice 








re 


€ 
g 
T 
i 














Kohn, Berührungskegelschnitte und Doppeltangenten von Curven IV. 0. ( 


zeugende eines gegebenen Systems geht, so wird durch die Eeken irgend 
eines dem System (3.) angehörigen, dem Kegelschnitt / umschriebenen Drei- 
ecks ein einziger Kegelschnitt aus jedem der beiden eben gefundenen Kegel- 
schnittsysteme hindurchgehen, und wir können den Nachweis führen, dass 


diese beiden Kegelschnittsysteme quadratisch sind, indem wir zeigen, dass 
durch einen beliebigen Punkt P der Ebene zwei Kegelschnitte eines solchen 


Systems hindurchgehen. Es ist nämlich der Punkt P Eekpunkt für zwei 
Dreiecke des Systems (3.); denn wenn sich in diesem Punkte zwei Tan- 
genten des Kegelschnitts / schneiden, deren Parameter «, und u, sein mö- 


gen, so wird für die Tangente mit dem Parameter w,. welche mit den beiden 


ersten zusammen ein Tripel des Systems (3.) bilden soll. eine quadratis 
Gleichung resultiren, nämlich die Gleichung, welche erhalten wird. wenn 
man in (3.) für o,, ©, a, deren Werthe aus (2.) einsetzt. Durch die Eeken 
jedes der beiden so erhaltenen Dreiecke geht nun ein einziger Kegelschmnitt 
aus jedem der beiden betrachteten Kegelschnittsysteme, und da jeder Punkt 
eines derartigen Kegelschnitts Eckpunkt für ein Dreieck des Svstems 

ist, so folgt, dass durch einen beliebigen Punkt P zwei und nur zwei Keg 
schnitte aus jedem der beiden Kegelschnittsysteme gehen. 

Man erkennt aber aus dieser Betrachtung noch weiter, dass diese 
beiden Kegelschnittsysteme dieselbe Einhüllende besitzen. Denn es fallen 
die beiden durch den Punkt P gehenden Kegelschnitte dann und mm: n 
zusammen, wenn die beiden im Allgemeinen verschiedenen Dreiecke des 
Systems (3.), welche in ? einen Eekpunkt haben, zusamm nf | 
die Enveloppe beider Kegelschnittsysteme als Ort jener Punkte I 
welche Eckpunkte für ein einziges Dreieck des Systems (3., sind 

Wir sind zu dem folgenden Resultat geführt: 

Ist der Kegelschnitt / Ineolutionskegelschnitt jur eım aligemeines 2 


dratisches Kegelschnittsystem 2, dann bilden die x’ Dreiecke, welch: 
Kegelschnitten dieses Systems eingeschrieben und dabei dem Kegelschnitt I um- 


schrieben sind, ein allgemeines quadratisches System von x Tangententripeln 


- 


dieses Kegelschnitis. Ein solches System von Tangententripeln steht noch 3: 
einem zweiten quadratischen Kegelschnittsysteme > in derselben Beziehung wis 
zu dem Systeme I, und die beiden Hegelschnittsysteme I und 2 


dieselbe allgemeine Curve vierter Ordnung U". 


Wir können ferner aussagen, dass con den eier Punkten, ww: ein 


17 


Keygelschnitt des Systems z mil ı inem ki YA: schnitt des Susti 
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immer drei die Ecken eines dem Kegelschnitt I umschriebenen Dreiecks bilden, 
während dies bei den vier Schnittpunkten von zwei Kegelschnitten, die beide 
entweder dem System = oder dem System >’ angehören, niemals der Fall 
ist. Es folgt dies vermöge unserer Abbildung daraus, dass bei einer allge- 
meinen Oberfläche zweiter Ordnung zwei verschiedenen Systemen angehörige 
Erzeugende einander immer treffen, während zwei Erzeugende desselben 
Systems immer windschief sind. 

Wir wollen jetzt den zerfallenden Kegelschnitten der beiden Systeme 
> und I’ unsere Aufmerksamkeit zuwenden. 

Bilden die Geraden «a und b zusammen einen Kegelschnitt des Systems 
>, dann wird nach $ 1 eine dieser beiden Geraden, z. B. a, den Kegelschnitt 
I! berühren. Diese Gerade ist dann eine Seite für jedes der unendlich vielen 
Tangentendreiecke des Kegelschnitts /, welche dem durch das Geradenpaar 
ab dargestellten Kegelschnitt des Systems > eingeschrieben sind, und die 
beiden anderen Seiten werden gebildet durch ein Tlaangentenpaar, welches 
von irgend einem Punkte der Geraden 5 an den Kegelschnitt / geht. Durch 
die Eeken eines jeden von diesen Dreiecken geht, wie gezeigt war, ein be- 
stimmter Kegelschnitt des Systems =’ hindurch, und es bilden umgekehrt 
drei von den Schnittpunkten eines beliebigen Kegelschnitts aus dem System 
> mit dem Geradenpaar ab ein solches Dreieck. 

Hieraus ziehen wir die bemerkenswerthe Folgerung, dass die Kegel- 
schnitte des Systems > auf der Geraden a die Punktepaare der quadra- 
tischen Involution ausschneiden, welche auf dieser Geraden bestimmt wird 
durch die von den Punkten der Geraden b aus an den Kegelschnitt / ge- 
legten 'Tangentenpaare. 3 

Die Gerade a ist Doppeltangente für die gemeinschaftliche Ein- 
hüllende C* der beiden Kegelschnittsysteme &_ und F°. Ist der Punkt A 
einer ihrer beiden Berührungspunkte, so wird eines von den dem Geraden- 
paar ab eingeschriebenen, dem Kegelschnitt / umschriebenen Dreiecken 
einen Eckpunkt im Punkte A haben. Man erkennt nun leicht, dass auch der 
Kegelschnitt des Systems >’, welcher diesem Dreieck umschrieben ist, 
die Gerade a als Bestandtheil enthält. Denn er trifft diese Gerade nicht 
nur in den beiden auf ihr gelegenen Eckpunkten des in Rede stehenden 
Dreiecks, sondern er berührt die Gerade « im Punkte A, da er als Be- 
rührungskegelschnitt der Curve C* im Punkte A dieselbe Tangente haben 
muss wie diese Curve. 
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Bezeichnet man also die sechs in dem System I enthaltenen Ge- 
radenpaare mit a,b,, a,b,, ... a,b, und nimmt an, dass die Geraden @,, @, ... @, 
den Involutionskegelschnitt / berühren, so werden die zerfallenden Kegel- 
schnitte des Systems > dargestellt sein durch die Geradenpaare a,c,. 
AyCy, 2.2. Ayo. 

Man erkennt leicht, dass die 18 Geraden a, @, ... a: b,, bs, ... bs: 
C, Ca, +». & Im Allgemeinen sämmtlich von einander verschieden sind, und 
bemerkt, dass nicht bloss die Gruppe der sechs Geraden a, sondern auch 
jene der sechs Geraden b und e je einen Kegelschnitt berührt, indem nach 
$ 1 zu jedem Involutionskegelschnitt für ein quadratisches Kegelschnitt- 
system ein zweiter gehört, welcher die sechs von dem ersten nicht berührten 
geraden Bestandtheile von Kegelschnitten des Systems tangirt. — 

An der Hand der Entwickelungen dieses Paragraphen wollen wir 
noch verfolgen, wie man von einem bestimmten System I von Berührungs- 
kegelschnitten einer allgemeinen Uurve vierter Ordnung C* ausgehend zu 
den 62 übrigen Systemen von Berührungskegelschnitten dieser Curve und 
zu ihren Doppeltangenten gelangt. 

Nach $ 1 giebt es 32 Involutionskegelschnitte für das System >, 
von denen jeder sechs unter den zwölf Geraden a, b,, @, b,, ... a. bs. 
welche wir kurz als die Doppeltangenten des Systems I bezeichnen wollen. 
berührt. Jeder dieser Involutionskegelschnitte ist den Entwickelungen dieses 
Paragraphen gemäss noch für ein zweites System von Berührungskegel- 
schnitten der Curve C* Involutionskegelschnitt. Wir gelangen so zu 32 
Systemen von Berührungskegelschnitten dieser Curve, von denen jedes zum 
System = in derselben Beziehung steht wie das System !F°. Irgend ein 
zerfallender Kegelschnitt aus einem von diesen 32 neu gewonnenen Systemen 
setzt sich also zusammen aus einer Doppeltangente des Systems I und einer 
Doppeltangente, die dem System = nicht angehört. 

Infolge dessen werden wir zu neuen Systemen von Berührungskegel- 
schnitten gelangen, wenn wir die Systeme betrachten, für welche zwei 
Doppeltangenten des Systems > zusammen einen Berührungskegelsehnitt 
eonstituiren. Bekanntlich liegen die Gruppen der Berührungspunkte von 
zwei Berührungskegelschnitten desselben Systems immer auf einem Kegel- 
schnitt, und umgekehrt schneidet jeder durch eine solche Gruppe hindurch- 
gelegte Kegelschnitt die Curve C* noch in einer zweiten solchen Gruppe. Es 
werden deshalb irgend zwei zerfallende Kegelschnitte des Systems &, z. B. 

=. 
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a,b, und a,b,, zu zwei neuen Systemen $,, 8, von Berührungskegelschnitten 
Veranlassung geben. Zwei Kegelschnitte des einen werden gebildet durch 
die Geradenpaare a,a, und b,b,, zwei Kegelschnitte des anderen durch die 
(eradenpaare a,b, und a,b, Man sieht leicht, dass jedes dieser beiden 
Kegelschnittsysteme mit dem System = im Allgemeinen nur die vier Doppel- 
tangenten a,, b,, a,, b, gemein hat, und dass sich also die übrigen zerfallenden 
Negelschnitte aus je zwei Doppeltangenten zusammensetzen, die beide dem 
System > nicht angehören. Da die sechs zerfallenden Kegelschnitte des 
Systems I 15 Paare zulassen, so erhalten wir in der angegebenen Weise 
2.15 = 30 neue Systeme von Berührungskegelschnitten. 

Durch das Vorhergehende ist gezeigt, dass die 62 Systeme von Be- 
rührungskegelschnitten, welche die Enveloppe C* des Systems > noch be- 
sitzt. nach ihrem Verhalten zum System = in zwei Gruppen zu 32 und 
30 Systemen zerfallen. Irgend zwei Doppeltangenten von &, welche ent- 
weder beide diesem System angehören oder ihm beide nicht angehören, 
bilden einen Berührungskegelschnitt aus einem der 30 Systeme, während 
eine Doppeltangente des Systems > mit einer dem System fremden Doppel- 
tangente zusammen einen Berührungskegelschnitt aus einem jener 32 Systeme 
eonstituirt. Schon Steiner hat das doppelte Verhalten, welches zwei Systeme 
von Berührungskegelschnitten gegen einander haben können, bemerkt *), 
allein in die Beziehung jener 32 Systeme zum System I ist erst durch die 
Entwiekelungen dieses Paragraphen ein tieferer Einblick gewonnen. — 

Wir können direet angeben, wie man, vom System Z& ausgehend, zu 
den 25 Doppeltangenten der Enveloppe C* dieses Systems gelangt. 

Zunächst werden zwölf von diesen Doppeltangenten gegeben als die- 
Bestandtheile a,, b,. as, D5, ... as, bu der sechs zerfallenden Kegelschnitte 
des Systems 3. Die fehlenden 16 Doppeltangenten liefert der Satz: 

Unter den 32 Kegelschnitten, welche sechs von den Geraden a,, b,, 
d,, b5, 22. As, bu berühren, giebt es 16, welche eine beliebig unter diesen Ge- 
raden herausgegriffene tangiren, und die. fehlenden 16 Doppeltangenten sind 
die Axen der 16 Tangenteninvolutionen auf diesen 16 Kegelschnitten, welche 
perspecliv sind zur quadratischen Involution, in der die herausgegriffene Gerade 
von den Kegelschnitten des Systems I getroffen wird. 

Die Richtigkeit dieses Satzes fliesst aus einer oben bewiesenen Be- 


*) S, a. a. 0. Seite 268 (Ges. Werke, Bd. II, S. 609). 
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ziehung zwischen den Kegelschnittsystemen & und &°. Es war gezeigt, 
dass auf der Tangente a des gemeinsamen Involutionskegelschnitts / dieser 
beiden Kegelschnittsysteme von den Kegelschnitten des einen Systems eine 
quadratische Involution ausgeschnitten wird, die identisch ist mit der Invo- 
lution, welche auf der Geraden a bestimmt wird durch die Tangentenpaare 
des Kegelschnitts / von den Punkten derjenigen Geraden, welche mit a 
zusammen einen Kegelschnitt des anderen Systems bildet. Eine beliebig 
unter den Geraden a,, b,, @, b,, ... @,, b, herausgegriffene Gerade, z. B. 
a,, bildet nun mit irgend einer von den 16 gesuchten Doppeltangenten 
zusammen einen Berührungskegelschnitt, welcher einem der 32 Systeme 
angehört, die zum System & in derselben Beziehung stehen wie das System 
Z'. Dieses neue System hat also ausser a, noch fünf weitere Doppeltan- 
senten mit dem System = gemein, welche den gemeinsamen Involutions- 
kegelschnitt der beiden Systeme berühren, und die gesuchte Doppeltangente, 
welche mit a, einen zerfallenden Kegelschnitt des neuen Systems bildet, 
ist die Axe derjenigen Tangenteninvolution auf diesem Involutionskegelsehnitt, 
welche mit der Involution perspeetiv ist, die auf der Geraden a, von den 
Kegelschnitten des Systems = ausgeschnitten wird. 


N 3. 
Ein drittes System von Berührungskegelschnitten der Curve vierter Ordnung und geschlossene Tripel 


von solchen Systemen. 
In $ 2 haben wir gesehen, dass eine allgemeine Curve vierter Ord- 
nung C* nebst zwei Systemen ihrer Berührungskegelschnitte direet gegeben 
ist durch eine quadratische, doppelte Mannigfaltigkeit von Tangententripeln 
eines Kegelschnitts /. Die Curve C* ist der Ort der Punkte, von denen 
zwei Tangenten an den Kegelschnitt / gehen, die nur mit einer Tangente 
dieses Kegelschnitts zusammen ein Tripel jener Mannigfaltigkeit bilden, 
während die beiden Systeme von Berührungskegelschnitten F und &° durch 
die Erzeugnisse der beiden Systeme von kubischen Tangenteninvolutionen 
gebildet werden, in welche sich jene Tripel anordnen lassen. Wir wollen 
nun in diesem Paragraphen zeigen, wie noch ein drittes System von Be- 
rührungskegelschnitten der Curve C* direet durch die doppelte Mannigfaltig- 
keit von Tangententripeln auf dem Kegelschnitt / geliefert wird. 
Eine quadratische, doppelte Mannigfaltigkeit von Tangententripeln 
des Kegelschnitts / ist ihrer Definition nach gegeben durch eine Gleichung 
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zwischen den Parametern «,, «,, «4, von drei Tangenten, welche diese Para- 
ıneter symmetrisch und nur bis zum zweiten Grade enthält. Diese Glei- 
chung mag nach u, geordnet lauten: : 

(1.) wfhtreuftf =. 

Sind u, und «, die Parameter der beiden Tangenten, welche von 
einem beliebigen Punkt P aus an den Kegelschnitt / gehen, so liefert die 
Gleichung (1.) zwei Werthe für den Parameter «, einer Tangente, welche 
mit den beiden ersten zusammen ein Tripel unserer Mannigfaltigkeit bildet. 
Diese beiden Lösungen fallen zusammen, wenn 

(2.) fh-R = 0. 

Da die Werthe «,. «a, als Coordinaten des Punktes P angesehen 
werden können, so können wir mit Rücksicht auf die obige Definition der 
Curve C* als geometrischen Orts sagen, dass (2.) die Gleiehung dieser Curve 
ist. Uebrigens können wir, wie bekannt (s. z. B. Fr. Meyer, Apolarität und 
rationale CUurven, 8. 43 ff.), sofort zu gewöhnlichen homogenen Coordinaten 
Dıy Ear Dry übergehen, wenn wir setzen: 

or, sul, (mut, 0 =1. 
Die Funetionen fi. fi, f; von u, und «,, welche diese Grössen symmetrisch 
und nur bis zum zweiten Grade enthalten, gehen dadurch über in ganze 
homogene Funetionen zweiten Grades von z,. %, &;. 

Es ist nun klar, dass, wenn fi. fi, f; als solche Funetionen der Co- 
ordinaten eines Punktes in der Ebene angesehen werden, u, aber als Para- 
meter, dann durch die Gleiehung (1.) ein quadratisches Kegelschnittsystem 
und durch die Gleichung (2.) dessen Einhüllende dargestellt wird. Da (2.) 
die Gleiehung der Curve C* ist, so haben wir damit ein drittes System I" 
von Berührungskegelschnitten dieser Curve gefunden, welches ebenso wie 
die beiden in $ 2 gefundenen Systeme > und =’ mit unserer Mannigfaltig- 
keit von Tiangententripeln auf dem Kegelschnitt / in directem Zusammen- 
hange steht und zwar: 

Der Ort der Schnittpunkte von je zwei Tangenten des Kegelschnitts I, 
welche durch dieselbe dritte zu einem Tripel der vorgelegten quadratischen 
Mannigfaltigkeit ergänzt werden, ist ein dem System ZZ angehöriger Be- 
rührungskegelschnitt der Curve C". 

Es stellt nämlich die Gleichung (1.) den Ort der Schnittpunkte der 
beiden variablen Tangenten «, und 4, dar, welche mit der festen Tangente 
u, zusammen ein Tripel unserer Mannigfaltigkeit bilden. Die Schnittpunkte 
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der Tangente u, des Kegelschnitts / mit dem so erzeurten Berührungs- 
kegelschnitt des Systems 2” werden auf «, ausgeschnitten durch die beiden 
Tangenten «, und «,, deren jede das Tangentenpaar ı,, v, zu einem Tripel 
der vorgelegten Mannigfaltigkeit ergänzt. Treffen sich insbesondere die 
beiden Tangenten «,, «u, des Kegelschnitts / auf der Curve C*, so fallen 
die Geraden «, und w, zusammen, also auch deren Schnittpunkte mit der 
(seraden u,, und es resultirt der Satz: 

Bringt man irgend eine Tangente des Kegelschnitts I, der sechs Doppel- 
tangenten der Curve C* berührt, mit dieser Curce zum Durchschnitt und legt 
durch die vier Schnittpunkte die vier Tangenten, welche noch an den Kegel- 
schnitt I gehen, so berühren diese vier Geraden denselben Beruhrungskegel- 
schnitt der Curve C*, 


Was die gegenseitige Beziehung der drei Kegelschnittsvsteme 3, 3, 


>" anlangt, so wäre zunächst zu erwähnen, dass eine beliebige Tang 
u, des Kegelschnitts / von den beiden Kegelschnittsystemen & und 2 


demselben symmetrischen Punktsystem zweiten Grades getroffen wird. un 
dass dann das mit diesem Punktsystem perspective Tlangentensvstem ant 
dem Kegelschnitt / einen dem System I angehörigen Kegelschnitt erzeı 
Es ist dies nur ein anderer Ausdruck für die oben zerebene Er- 
zeugung des zum Parameter «, gehörigen Kegelschnitts des Svstems 3 
wie man sofort erkennt, wenn man erwägt, dass nach $ 2 durch die 
irgend eines von einem Tangententripel unserer Mannigfaltigkeit gebildeten 
Dreiecks ein Kegelschnitt aus jedem der Systeme F und &° hindurchgeht. 
Ein tieferer Einblick in den Zusammenhang der drei Kegelschnitt- 


systeme 2, 2’, =” wird gewonnen durch die Betrachtu: 


den Kegelschnitte. 


Nach $ 2 werden die zerfallenden Kegelschnitte des Systems I g 
bildet durch die Geradenpaare a,b,. a,b,. ... a.b.. diejenigen des Systems 
=’ durch die Geradenpaare a,c,. @;C;, ... 4,6%. wobei der zemeinschaft- 


liche Involutionskegelschnitt / der beiden Svsteme von den “er: 
&;, ... A; berührt wird. Die irgend einem dieser zwölf Geradenpaare ein- 
geschriebenen Tangentendreiecke des Kegelschnitts / gehören unserer doppel- 
ten Mannigfaltigkeit von Tangententripeln dieses Kegelschnitts an. Es wird 
also z. B. die Gerade a, durch ein Tangentenpaar des Kegelschnitts /, wel- 
ches von einem beliebigen Punkte der Geraden 5. oder c, ausgeht, 


- 


ii ULliC Lil 


Tripel unserer Mannigfaltigkeit ergänzt, und es stellt daher das (reradenpaar 
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b,c, einen Berührungskegelschnitt des Systems =” dar. Somit werden die 
sechs zerfallenden Kegelschnitte des Systems =" gebildet durch die Geraden- 
paare b,C,, b3C;, ... buCh. 

Schon in $2 haben wir darauf hingewiesen, dass ebenso wie die 
sechs Geraden a auch die sechs Geraden 5 und die sechs Geraden e je 
einen Kegelschnitt berühren. Wir wollen für die Folge der Symmetrie zu 
Liebe diese drei Kegelschnitte resp. mit /,, I,, /. bezeichnen. Der erste 
ist gemeinschaftlicher Involutionskegelschnitt für die beiden Systeme > und 
>’, der zweite für die beiden Systeme I und I”, der dritte für die beiden 
Systeme I’ und I". 

Die Beziehung zwischen den Systemen &, &°, >” können wir fol- 
gendermassen formuliren: Zu irgend einem Involutionskegelschnitt /, eines 
Systems von Berührungskegelschnitten &° gehört ein zweiter J,, welcher 
die vom ersten nicht berührten Doppeltangenten des Systems > berührt. 
Jeder dieser beiden Kegelschnitte ist noch Involutionskegelschnitt für ein 
zweites System von Berührungskegelschnitten, und man erhält so die beiden 
Systeme &° und F°. Da man in derselben Weise überhaupt von irgend 
einem der drei Systeme 3, F', >” zu den beiden übrigen gelangt, so folgt: 

Die Beziehung zwischen den drei Systemen von berührungskegelschnitten 
>, 2, > ist eine vertauschungsfähige. 

Von drei Systemen von Berührungskegelschnitten, welche in derselben 
Beziehung stehen wie &, &', >”, wollen wir sagen, dass sie „ein ge- 
schlossenes Tripel erster Art“ bilden — eine Bezeichnung, welche die tol- 
gende Betrachtung rechtfertigen mag. — 

Zu irgend zwei Systemen von Berührungskegelschnitten der ‘Uurve 
C* gehört, wie wir zeigen wollen, ein drittes, so dass die Berührungspunkte 
dreier Kegelschnitte, welche je einem der drei Systeme entnommen sind, 
das Schnittpunktsystem einer Curve dritter Ordnung mit der Curve C* bilden. 

Sind K' und K” Berührungskegelscehnitte aus verschiedenen Systemen, 
dann geht durch die acht Punkte, in denen diese beiden Kegelschnitte die 
Curve C* berühren, ein Büschel von Curven dritter Ordnung. Es seien © = 0 
die Gleichung der Curve C’, K'=0V, K’=0 die Gleichungen der Kegel- 
schnitte A’, K’ und F=V0 die Gleichung irgend einer Curve dritter Ord- 





nung aus dem angegebenen Büschel, Dann geht die doppelt gelegte Curve . 
F = U durch das Schnittpunktsystem der Curve C=0 mit der Curve KK'=0, 
und es besteht daher nach dem Nötherschen Fundamentalsatz der Theorie der 
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algebraischen Functionen die Identität: 

(3.) F' = AC+KKK', 
wo A und K ganze Funetionen zweiten Grades der Coordinaten, also gleieh 
Null gesetzt, Kegelschnitte bedeuten. 

Aus der Gleichung (3.) ist ersichtlich. dass die Curve C* in den vier 
Punkten, welche die Ourve F ausser den acht Berührungspunkten der Kegel- 
schnitte X’ und K’ ausschneidet, von dem Kegelschnitt K berührt wird. 
Wir sind daher entsprechend dem Büschel der Curven F zu einem Svstem 
von Berührungskegelschnitten X der Curve C* eelangt, und die Beziehung 
der drei Systeme, denen die drei Kegelschnitte X, K', K’ resp. angehören. 
ist so geartet, dass die zwölf Berührungspunkte von irgend drei solehen 
Kegelschnitten mit der C* das Sehnittpunktsystem einer Curve dritter Ord- 
nung bilden. 

Eigentlich war bloss gezeigt. dass von den drei Keeelschnitten K. 
K', K" der erste durch irgend einen anderen seines Systems ersetzt werden 
kann, ohne dass die Beziehung „estört wird, wonach die zwölf Berührungs- 
punkte von einer Gurve dritter Ordnung ausgeschnitten werden: allein eben 
so gut wie wir vom Kegelschnittpaar X’, K” ausgegangen sind, hätten wir 
auch vom Paar K, K' oder K, K" ausgehen können. so dass unter Auf- 
rechterhaltung jener Beziehung auch die Kegelschnitte AK’ und A dureh 
zwei andere ihrer respectiven Systeme ersetzt werden können — ein Re- 
sultat, das übrigens aus einem wohlbekannten Schnittpunktsatze direet ge- 
foleert werden kann. 


- 
- 
i 


Ein Tripel von Systemen der eben betrachteten Art nennen wir 


11 


schlossen“. 

Wir werden zwei Arten geschlossener Tripel zu unterscheiden haben 
entsprechend dem doppelten Verhalten, welches nach $ 2 zwei Systeme von 
Berührungskegelschnitten der Curve C* gegen einander aufweisen können. 

(Grehen wir von den beiden Systemen I und I’ aus, welehe einen 
gemeinsamen Involutionskegelschnitt besitzen, so erkennen wir sofort, dass 
dieselben durch: das System > zu einem geschlossenen Tripel ergänzt 
werden. Es ıst nämlich ein Berührungskegelschnitt des Systems I zu- 
sammengesetzt aus dem Geradenpaar a,b,, einer des Svstems I’ aus dem 
Geradenpaar a,e,, einer des Systems I aus dem Geradenpaar b,e,. und die 
Berührungspunkte dieser drei Kegelschnitte werden offenbar dureh die aus 
den drei Geraden a,. b,. ec, bestehende Curve dritter Ordnung auszesehnitten. 
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(Gehen wir hingegen von den beiden Systemen & und 3, aus, für 
deren erstes die Geradenpaare a,b, und a,b,, für deren zweites nach $ 2 die 
(reradenpaare a,a, und b,b, zwei zerfallende Kegelschnitte constituiren, so 
ergiebt sich, dass diese beiden Systeme durch das System 8, zu einem ge- 
schlossenen Tripel ergänzt werden, dem nach $ 2 die Geradenpaare a,b, 
und a,b, als Kegelschnitte angehören. Denn die Berührungspunkte der drei 
durch die Geradenpaare a,b,, a,a,, a,b, dargestellten Kegelschnitte werden 
durch die aus den drei Geraden a,, a,, b, bestehende Curve dritter- Ordnung 
ausgeschnitten. 

Drei Systeme von Berührungskegelschnitten, welche in derselben 
Beziehung stehen wie die Systeme &, !', >”, bezeichnen wir als „ein ge- 
schlossenes Tripel erster Art“, drei Systeme in derselben Beziehung wie die 
Systeme &, 3, 5, als „ein geschlossenes Tripel zweiter Art“. 

Aus der Identität (3.) folgt, dass die Kegelschnitte X, K', K”, welche 
drei beliebige aus den drei Systemen eines geschlossenen Tripels entnommene 
Kegelschnitte darstellen, sämmtlich vom Kegelschnitt A doppelt berührt 
werden. Denn der Kegelschnitt A geht nach (3.) durch die nicht auf der 
Curve €* gelegenen Schnittpunkte der Kegelschnitte X, K', K’ mit F”. 

Wir haben den Satz: | 

Irgend drei berührungskegelschnitte, von denen jeder einem anderen von 
den drei Systemen eines geschlossenen Tripels angehört, werden von demselben 
Kegelschnitt doppelt berührt. 

Nimmt man insbesondere für die Kegelschnitte X, K', K’ drei zer- 
fallende Kegelschnitte, welche aus sechs verschiedenen Doppeltangenten 
bestehen, so kann man nicht ohne Weiteres schliessen, dass der Kegelschnitt 
A diese sechs Doppeltangenten berührt, sondern es ist der Fall als möglich in 
Betracht zu ziehen, dass A in eine doppelt gezählte gerade Linie / ausartet. 

Unter der Voraussetzung A=[!" folgt aus der Identität (3.), dass die 
drei Schnittpunkte der Geraden / mit der Curve dritter Ordnung F Doppel- 
punkte für das Product KK'K” sind, d.h. dass sich in jedem von diesen 
drei Schnittpunkten zwei von den sechs Doppeltangenten schneiden, aus 
denen sich die drei Kegelschnitte X, K', K” zusammensetzen. 

Greift man von diesen sechs Doppeltangenten irgend drei heraus, 
von denen jede durch einen anderen von den drei Schnittpunkten von / mit 
F hindurchgeht, so liegen deren sechs Berührungspunkte auf demselben 


Kegelschnitt. Denn solche drei Doppeltangenten bilden eine Curve dritter 
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Ordnung, von deren neun Schnittpunkten mit der Curve dritter Ordnung F 
drei auf der Geraden / liegen, die übrigen also nach einem bekannten Satz 
demselben Kegelschnitt angehören. Umgekehrt lässt sich auch zeigen, dass, 
sobald die Berührungspunkte von drei unter den sechs Doppeltangenten, aus 
denen sich drei Kegelschnitte X, K', K’ aus den drei Systemen eines ge- 
schlossenen Tripels zusammensetzen, auf demselben Kegelschnitt liegen, A 
eine doppelt gelegte Gerade ist. Denn von den neun Schnittpunkten jener 
drei Doppeltangenten mit der Curve dritter Ordnung F liegen der Annahme 
nach sechs (nämlich ihre Berührungspunkte) auf einem Kegelschnitt, es 
werden also die übrigen drei in einer Geraden / liegen. In diesen drei 
Schnittpunkten muss aber der Kegelschnitt A resp. die drei Doppeltangenten 
berühren, was nur möglich ist, wenn die Berührung eine uneigentliche ist 
und der Kegelschnitt A in die doppelt gezählte Gerade / ausartet. 


Die eben durchgeführte Betrachtung lässt erkennen, dass man zweieı 
lei Gruppen von sechs Doppeltangenten zu unterscheiden hat, deren zwölt 
Berührungspunkte auf einer Curve dritter Ordnung liegen, je nachdem « 


[ 


unter den sechs Doppeltangenten drei giebt, deren Berührungspunkte dem- 
selben Kegelschnitt angehören, oder nicht. Im ersten Fall zerfallen die 
sechs Doppeltangenten in drei Paare, deren Schnittpunkte in einer Geraden 


lieven. im zweiten Fall berühren sie einen eieentlicehen Kerelschnitt. S, 
Le) 2 2 
Hesse a. a. O. S. 322 fi., vergl. Aronhold, a.a.O. 8.505). Wir verfolgen 


diesen Gegenstand hier nicht weiter, da wir zu den Kegelschnitten, welche 
sechs Doppeltangenten berühren, bereits in $ 1 von anderer Seite her gelangt 
sind, und die Geraden, welche drei Schnittpunkte von Doppeltangenten ent- 
halten, in $ 6 von anderer Seite her erhalten werden. 

Die obigen Betrachtungen über geschlossene Tripel kann man leicht 
verallgemeinern. Man kann allgemein eine Gruppe von mehreren Svstemen 
von Berührungskegelschnitten „geschlossen“ nennen, sobald, wenn man aus 
jedem System der Gruppe einen Kegelschnitt entnimmt. die Berührungs- 
punkte dieser Kegelschnitte auf der Curve C* zusammen ein vollständiges 
Schnittpunktsystem ausmachen. Es giebt immer ein ganz bestimmtes Svstem 
von Berührungskegelschnitten, durch welches eine „offene“ (d. i. nicht ge- 
schlossene) Gruppe von Systemen zu einer geschlossenen ergänzt wird. 
In derselben Weise wie die geschlossenen Tripel könnten wir auch die 
geschlossenen Quadrupel, Quintupel u. s. w. der Untersuchung unterwerten. 
Dies dürfte auch ohne Zweifel der Gesichtspunkt gewesen sein, aus wel- 


.) 
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chem Steiner a. a. VO. die zugehörigen Systeme von Doppeltangenten unter- 
sucht hat. 

Es scheint aber, dass nur noch eine gewisse geschlossene Gruppe 
von sieben Systemen von Berührungskegelschnitten, die wir im nächsten 
Paragraphen betrachten wollen, ein grösseres Interesse besitzt. 


$4. 
Ueber eine gewisse Gruppe von sieben Systemen von Berührungskegelschnitten und das Aronkoldsche 


Siebnersystem von Doppeltangenten, mit dem sie verknüpft ist. 
Nach $ 2 können zwei Systeme von Berührungskegelschnitten der 


v4 


Unrve C* in zweierlei Beziehung zu einander stehen. Zwei Systeme „in der 
Beziehung erster Art“ haben sechs gemeinsame Doppeltangenten, von denen 
jede einen Bestandtheil eines anderen von den sechs zerfallenden Kegel- 
schnitten eines jeden der beiden Systeme bildet; hingegen haben zwei Systeme 
„in der Beziehung zweiter Art‘ vier Doppeltangenten gemein, aus denen sich 
zwei zerfallende Kegelschnitte eines jeden der beiden Systeme zusammensetzen. 

In diesem Paragraphen wollen wir nun zunächst zeigen, dass die 60 
Systeme von Berührungskegelschnitten, welche die Curve C* neben den 
drei Systemen eines geschlossenen Tripels erster Art &, FI’, >” noch be- 
sitzt, nach ihrem Verhalten zu den drei Systemen des Tripels in vier Grup- 
pen von je 15 Systemen zerfallen. Die Systeme dieser vier Gruppen kön- 
nen wir resp. mit den Zeichen belegen (ik), a,, bi, C,, wo i und k zwei 
ungleiche unter den Zahlen 1, 2, ... 6 bedeuten. 

Nach $ 2 hat das System, für welches die beiden Doppeltangenten 
«,, a, einen Kegelsehnitt bilden, mit dem System = noch die Doppeltan- 
genten b,, b, gemein, die einen zweiten Kegelschnitt bilden, und wird dieses 
System ebenso mit dem System >” ausser a,, a, noch die einen Kegel- 
schnitt bildenden Geraden e,, ec, gemein haben. Dieses System bezeichnen 
wir mit (2, 4). Jedes der 15 Systeme (, %) steht zu allen drei Systemen 
>, >, F° in der Beziehung zweiter Art, wie sich aus dem Gesagten 
direet ergiebt. 

Das System von Berührungskegelschnitten, für welches die Geraden 
a,, b, einen Kegelschnitt bilden und für das ab, ein zweiter Kegelschnitt 
ist. steht zum System > ebenfalls in der Beziehung zweiter Art, aber zu 
len beiden Systemen I, > in der Beziehung erster Art, da von den bei- 
‚en (reraden eines der genannten zerfallenden Kegelschnitte eine dem System 
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2’ resp. Z° angehört, die andere ihm nicht angehört. Wir bezeichnen das 
neu gewonnene System mit c,, und es sind jetzt auch die Bezeichnungen 
C;, resp. b,, a, deutlich, durch deren jede eine Gruppe von 15 Systemen 
geliefert wird, die zum System > resp. I, &° in der Beziehung zweiter 
Art, zu den beiden anderen von diesen drei Systemen in der Beziehung 
erster Art stehen. 
Das System ce, hat mit dem System I nur die vier Doppeltangenten 
4, 4, b,, b, gemein. Es müssen also die sechs Doppeitangenten, die das 
System ec, mit dem System 2° gemein hat, ausser den Geraden a,a, noch 
vier Geraden e sein, welche mit «a, und @, einen Involutionskegelsechnitt «des 
Systems. 2’ berühren, also nach $ 1 die vier Geraden e,, e,, €, &. Wir 
finden, dass das System ec, mit dem Tripel der Systeme >, >, 2° die 
acht Doppeltangenten a,, a,, b,. b,, €. €. &, €, gemein hat, und damit sind 
auch die acht Doppeltangenten bekannt, die irgend eines der Systeme «a 
bi, €, mit dem Tripel &, 2°, >” gemein hat. 
Betrachten wir jetzt die fünf Systeme von Berührungskegelsechnitien 


Be ar 


> + 


so erkennen wir, dass jedes derselben sechs andere von den sieben Doppel 
tangenten 
Oi 


ı i - ’ u 


enthält. und diese Behauptung bleibt auch noch riehtig. wenn man den tüntf 


14 Cs C,; die beiden Svsteme I und 3° hinzufügt. 


SvVStemen Cy, Ey. € 
Das System der sieben Doppeltangenten a,. b,. ©. &. €. €, €, be- 
zeichnen wir nach Aronhold, der ein solches System zuerst betrachtet hat, 
als Aronholdsches Siebnersystem und stellen folgende Definition auf: 
Sieben Doppeltangenten 1, 2, 3, 4. 5. 6, 7 einer allgemeinen Cure: 
vierter Ordnung bilden ein Aronholdsches Sielnersystem, wenn je sechs unter 


ihnen einem bestimmten von sieben Systemen von Berührungskegelschnitten d: 


m 
s 


Curve vierter Ordnung angehören. 
Für die sieben Svsteme von Berührungskegelschnitten, welche in 


dieser Weise mit einem Aronholdschen Siebnersvstem verknüpft erscheinen. 


führen wir resp. die Zeichen ein I, II.... VII, entsprechend der einzigen 
unter den Doppeltangenten 1, 2, ... 7. welche dem betreffenden Svstem 
von Berührungskegelschnitten nieht angehört. 

Je zwei von den Systemen I. Il, ... VII stehen zu einander in der 


Beziehung erster Art, da sie fünf Doppeltangenten des Siebnersvstems ge- 
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meinsam haben. Zwei Systeme in der Beziehung erster Art haben aber 
sechs gemeinsame Doppeltangenten, die den gemeinschaftlichen Invoiutions- 
kegelschnitt der beiden Systeme berühren; es folgt daher: 

Jeder Kegelschnitt, welcher fünf von Doppeltangenten des Siebner- 
systems berührt, tangirt auch noch eine sechste Doppeltangente der Curve 
vierter Ordnung. 

Diese sechste Doppeltangente wird, wie leicht ersichtlich, dem Siebner- 
system nicht angehören, da ein Kegelschnitt, welcher sechs Doppeltangenten 
des Siebnersystems berührte, für alle sieben mit dem Siebnersystem ver- 
knüpften Systeme von Berührungskegelschnitten Involutionskegelschnitt sein 
müsste. 

Wir wollen den Kegelschnitt, welcher fünf von den Geraden des 
Siebnersystems berührt, dadurch bezeichnen, dass wir die Ziffern dieser 
fünf Geraden neben einander in eine Klammer setzen und als Zeichen 
für die dem Siebnersystem nicht angehörige Doppeltangente, welche dieser 
Kegelschnitt berührt, die beiden neben einander gestellten Ziffern der beiden 
von diesem Kegelschnitt nicht berührten Geraden des Siebnersystems wäh- 
len. Man erhält so 21 mit je zwei von den Ziffern 1, 2, ... 7 bezeichnete 
(Geraden, welche mit den sieben Geraden des Siebnersystems zusammen 
die 28 Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung ausmachen. 

Es ist noch besonders zu erwähnen, dass diese Bezeichnung der 
Doppeltangenten mit derjenigen von Hesse vollständig übereinstimmt, falls 
man die Geraden des Siebnersystems statt mit 1, 2, ... 7 resp. mit 18, 
28, ... 78 bezeichnet. (Vgl. Salmon-Fiedler, Höhere Curven, Art. 266 der 
2. Aufl.). ? 

Nachdem eine übersichtliche Bezeichnung für die Doppeltangenten 
eingeführt worden ist, kann man sofort die Doppeltangentenpaare angeben, 
welche die zerfallenden Kegelschnitte der Systeme I, Ill, ... VII bilden. 
Jedes von diesen Systemen enthält sechs von den Doppeltangenten des 
Siebnersystems, und ein Kegelschnitt, welcher fünf von ihnen berührt, tan- 
girt ausserdem noch diejenige Doppeltangente, welche mit der sechsten 
(Geraden des Siebnersystems zusammen einen Kegelschnitt des betrachteten 
Systems bildet. So wird z. B. die Gerade 6 des Siebnersystems durch die 
(Gerade 67 zu einem Kegelschnitt des Systems VII ergänzt. Der Kegelschnitt 
(12345) ist nämlich Involutionskegelschnitt des Systems VII und berührt 
als soleher nach $ 1 eine und nur eine von den beiden Geraden eines jeden 
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der sechs im System VII enthaltenen zerfallenden Kegelschnitte. Es muss 
also für den zerfallenden Kegelschnitt des Systems VII, für den 6 ein Be- 
standtheil ist, der zweite Bestandtheil eine der sechs Geraden 1, 2, 3, 4, 5. 
67 sein. Eine der Geraden des Siebnersystems, z. B. 1, kann aber nieht der 
zweite Bestandtheil sein, weil sonst der Kegelschnitt (12346), der ebenfalls 
Involutionskegelschnitt des Systems VII ist, beide Geraden eines zerfallen- 
den Kegelschnitts berühren würde. 

Bringt man für die zerfallenden Kegelschnitte der Systeme I, II, ... VII 
den Satz des $2 zur Verwendung, wonach irgend zwei Berührungskegel- 
schnitte aus zwei Systemen in der Beziehung erster Art vier Punkte gemein 
haben, von denen drei die Ecken für ein dem gemeinschaftlichen Involutions- 
kegelschnitte umschriebenes Dreieck bilden, so gelangt man zur Construc- 
tion von Aronhold für die 21 übrigen Doppeltangenten, wenn die 7 Doppel- 
tangenten eines Siebnersystems gegeben sind. 

Betrachten wir z. B. die beiden Systeme VII und VI mit dem ge- 
meinschaftlichen Involutionskegelschnitt (12345) und wählen als Kegelschnitt 
des Systems VII den aus den beiden Geraden 5 und 57 zusammengesetzten, 
als Kegelschnitt des Systems VI den aus dem Geradenpaar 7, 67 bestehen- 
den. Dann sagt unser Satz, dass die von dem Schnittpunkte der Geraden 
> und 7 an den Kegelschnitt (12345) gehende Tangente (welche nach dem 
Brianchonschen Matze linear construirt werden kann) hindurchgeht durch 
den Schnittpunkt der Geraden 57 und 67. Als eine zweite Gerade, die durch 
den Schnittpunkt der Doppeltangenten 57 und 67 geht, ergiebt sich durch 
Vertauschung der Ziffern 5 und 6 die von dem Schnittpunkt der Geraden 
6 und 7 an den Kegelschnitt (12346) gehende Tangente. Damit ist ge- 
zeigt, wie man den Schnittpunkt der Doppeltangenten 57 und 67 durch 
lineare Constructionen findet, sobald die Geraden 1, 2, ... 7 des Siebner- 
systems gegeben sind, und um die Doppeltangente 67 selbst zu haben, 
braucht man nur von dem eonstruüirten Schnittpunkt aus an den Kegelschnitt 
(12345) die zweite Tangente zu legen. 

Durch die sieben Geraden eines Siebnersystems sind alle Doppel- 
tangenten der Curve vierter Ordnung und also auch die Curve selbst be- 
stimmt. Letzteres folgt daraus, dass für jedes System von Berührungskegel- 
schnitten der Curve die sechs zerfallenden Kegelschnitte gegeben sind, wo- 
durch nach $ 1 dieses System und also auch seine Einhüllende bestimmt ist. 
Wir schliessen ferner, dass zwischen den sieben Geraden eines 
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Siebnersystems keinerlei Relation besteht, dass wir sieben willkürliche Ge- 
raden der Ebene als Doppeltangenten eines Aronholdschen Siebnersystems 
für eine Ourve vierter Ordnung annehmen können, welche dann eindeutig 
bestimmt ist. Da die Curve dureh ein Siebnersystem festgelegt ist, so muss 
nämlich die Constantenzahl des Siebnersystems gleich 14 sein, ebenso gross 
wie die Constantenzahl der Curve. 

Die oben erlangte Construction, durch welche nach Annahme von 
sieben Doppeltangenten eines Siebnersystems die übrigen 21 Doppeltan- 
venten linear gefunden werden können, ist vollständig identisch mit der Con- 
struetion, welehe Arorhold a. a. 0. entwickelt hat: allein dort ist die Con- 
struction aus einer durchaus verschiedenen Quelle geschöpft. Die betreffen- 
den Betrachtungen von Aronhold stehen ausser jedem Zusammenhang mit 
den Berührungskegelsehnitten. Er geht aus von dem Gewebe der Curven 
dritter Klasse, die sieben gerade Linien berühren, und erhält, abgesehen von 
diesen sieben Geraden, als Ort der Punkte, in denen sieh zwei (und dann 
auch schon unendlich viele) dieser Uurven berühren, die Curve C*, für 
welche die sieben Geraden die Doppeltangenten eines Siebnersystems sind. 

is dürfte nun nieht ohne Interesse sein zu zeigen, dass diejenigen 
von diesen Arorholdschen Uurven dritter Klasse, welche je eine von den 
(reraden des Siebnersystems zur Doppeltangente haben, zu den mit dem 
Siebnersystem verknüpften Systemen von Berührungskegelschnitten in ein- 
fachen Beziehungen stehen. 

Um im Verlaufe der Betrachtung nieht wieder neue Bezeichnungen 
einführen zu müssen, greifen wir auf die am Eingange dieses Paragraphen 
für die sieben Geraden des Siebnersystems gebrauchten Bezeichnungen 
a, bi, ©, 63, Cs 65, © zurück. Die beiden Systeme 2° und &”, deren 
zerfallende Kegelschnitte resp. durch die Geradenpaare a,C,. 6, ... 46, 
und b,c,, b56&. ... bsc, gebildet werden, sind zwei von den sieben mit dem 
Siebnersystem verknüpften Systemen von Berührungskegelschnitten. 

Schneiden wir den zerfallenden Kegelschnitt a,b, des Systems I mit 
einem beliebigen Kegelschnitt X’ des Systems I’, so bilden drei von den 
vier Sehnittpunkten die Ecken eines dem gemeinsamen Involutionskegel- 
schnitt /, der beiden Systeme > und >’ umsehriebenen Dreiecks. Dieses 
Dreieck wird gebildet dureh die Sehnittpunkte A,, A, des Kegelschnitts K’ 
mit der Tangente a, des Kegelschnitts /, zusammen mit einem bestimmten 
— es sei DB — von den beiden Schnittpunkten B, B’ mit der Geraden b.. 
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Die beiden Punkte B und B’, in denen irgend ein Kegelschnitt des Systems 
>’ die Gerade 5, trifft, erscheinen dadurch von einander unterschieden, und 
man erkennt leicht, dass, wenn man einen beliebigen Punkt der Geraden b, 
als Punkt B annimmt, ein ganz bestimmter Punkt PB’ zu ihm gehört und 
umgekehrt, so dass die Reihe der Punkte B projeetiv ist zur Reihe der 
Punkte B’. In der That liefern die beiden von einem beliebigen Punkte 
der Geraden b, an den Kegelschnitt /, gehenden Tangenten mit der Geraden 
a, zusammen ein Dreieck, durch dessen Ecken nach $ 2 ein einziger Kegel- 
schnitt K’ des Systems >’ geht, der auf der Geraden 5, ausser jenem be- 
liebig angenommenen Punkt denjenigen Punkt ausschneidet, der ihm als 
Punkt B’ correspondirt. Durch jenen beliebigen Punkt von b, geht noch 
ein zweiter Kegelschnitt X, des Systems I’ und trifft die Gerade b, noch in 
einem zweiten Punkte, der als Punkt B dem als Punkt B’ aufzefassten 
ersten Punkte entspricht. 

Von den Geraden, welche den von dem variablen Kegelschnitt K’ 
des Systems = auf der Geraden b, bestimmten Punkt B mit den beiden 
Schnittpunkten A, und A, dieses Kegelschnitts auf der Geraden a, verbinden, 
wissen wir, dass sie den Kegelschnitt /, umhüllen; wir stellen uns jetzt die 
Aufgabe, die Einhüllende 7', der Geraden zu untersuchen, welche den zweiten 
Schnittpunkt B’ des Kegelschnitts X’ auf der Geraden 5, verbinden mit den 
beiden Punkten A,, A.. 

Da die Reihe der Punkte B projeetiv ist zur Involution der zuge- 
hörigen Punktepaare A,, A,, indem das dem Punkte B correspondirende 
Punktepaar A,, A, als Schnitt der Tangente a, des Kegelschnitts /, mit 
dem an denselben von B aus gehenden 'T’angentenpaar erhalten wird, so ist 
wegen der Projeetivität der Reihe der Punkte B und der zugehörigen Punkte 
B', auch die Beziehung zwischen der Reihe der Punkte B’ und den zuge- 


eesuchte Einhüllende 


ie) 


hörigen Punktepaaren A,, A, eine projective, und die 
I’, ist das Erzeugniss der in dieser Weise ein-zweideutig auf einander be- 
zogenen Geraden b, und a. Das Erzeugniss einer solchen Beziehung ist 
bekanntlich eine Curve dritter Klasse, für welche der Träger a, der 
Involution Doppeltangente, der Träger b, der zu ihr projeetiven Punktreihe 
aber eine einfache Tangente ist. 

Weitere Tangenten der Curve dritter Klasse /', erhält man, wenn 
man als Kegelschnitt X’ der allgemeinen Betrachtung einen der zerfallenden 
Kegelschnitte wählt, die sich resp. aus den Geradenpaaren a,6, q,C,, qa,C;. 
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A,C;, A;c; zusammensetzen. Nimmt man z. B. das Geradenpaar a,c, als 
Kegelschnitt X’, so ist die Gerade a, eine Tangente des Kegelschnitts /,, 
die von einem der beiden Schnittpunkte A,, A, von K' mit a, an den Kegel- 
schnitt /, geht, und folglich ist ihr Schnittpunkt mit der Geraden b, der 
Punkt B der allgemeinen Betrachtung, und der Schnittpunkt von c, mit b, 
ist der Punkt B’. Es verbindet nun die Gerade c, den Punkt B’ mit einem 
der beiden Punkte A,, A,, und die Gerade c, ist daher eine Tlangente der 
Curve 7‘. Ebenso sieht man, dass auch die Geraden c;,, c,, 6;, «& Tan- 
senten dieser Curve sind. Die Curve 7’, berührt also die sämmtlichen Ge- 
raden a,, db, Ca, C3, €, C, €, des Siebnersystems, und zwar die Gerade a, 
doppelt, und ist als Öurve dritter Klasse durch diese Angabe von sechs 
einfachen und einer Doppeltangente eindeutig bestimmt. Vermöge der Er- 
zeugung der Curve 7‘, schneiden die beiden Tangenten, welche von irgend 
einem Punkte der Geraden 5, an dieselbe gehen, ein Punktepaar A,, 4A; 
der Involution auf a, aus, welche auf der Geraden a, von den Schnittpunkte- 
paaren der Kegelschnitte des Systems >’ gebildet wird, dem alle Geraden 
des Siebnersystems mit Ausnahme von 5b, angehören. 


Wir können also all&emein das folgende Resultat aussprechen: 


Betrachtet man die Curve dritter Klasse I, welche sechs Geraden eines 
Aronholdschen Siebnersystems zu einfachen Tangenten, die siebente zur Doppel- 
tangente hat, dann werden die von den Punkten dieser sechs einfachen Tan- 
genten an die Curve 1' gelegten Tangentenpaare auf der Doppeltangente die- 
selben sechs quadratischen Involutionen ausschneiden, welche auf dieser Geraden 
ausgeschnitten werden von den sechs mit dem Siebnersystem verknüpften 
Systemen von Berührungskegelschnitten der C*, welche die Doppeltangente von 
!' enthalten. 

Auch eine Beziehung zwischen der Curve /' und dem siebenten 
System von Berührungskegelschnitten, welches mit dem Siebnersystem ver- 
knüpft ist, lässt sich angeben, und zwar: 

Die Curve dritter Klasse I’, welche sechs von den Geraden eines Siebner- 
systems zu einfachen Tangenten und die siebente zur Doppeltangente hat, bil- 
det einen Destandtheil der Einhüllenden, welche man erhält, falls man in den 
Schnittpunkten der Doppeltangente von I' an die Berührungskegelschnitte des- 
jenigen Systems die Tangenten legt, welchem alle Geraden des Siebnersystems 


mit Ausnahme der Doppeltangente von I’ angehören. 
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Zum Zwecke des Beweises nehmen wir die obigen Bezeichnungen 
wieder auf. Wir bezeichnen mit X’ einen beliebigen Kegelschnitt des Systems 
=’, mit B, B’ seine beiden Sechnittpunkte mit der Geraden b,, die von ein- 
ander unterschieden werden können, und wollen jetzt die Einhüllende 7) 
der Tangenten des variablen Kegelschnitts X’ in seinem Schnittpunkte B’ 
mit der Geraden 5b, untersuchen. 

Es ist schon oben gezeigt, dass für irgend einen der resp. in die 
Geradenpaare a,C;, 4;C;, 4,Cy, A;C;, a,c,; zerfallenden Kegelschnitte des Systems 
>’ der Schnittpunkt von 5b, mit der Geraden a eines dieser zerfallenden 
Kegelschnitte als Punkt B und derjenige mit seiner Geraden e als B' zu 
bezeichnen ist. Nimmt man hingegen als Kegelschnitt AK’ des allgemeinen 
Falles den aus den Geraden a, und ce, bestehenden, so ist der Schnittpunkt 
von b, mit ce, als B und der Schnittpunkt mit a, als B’ zu bezeichnen: 
denn dieser Kegelschnitt X geht durch die Ecken des dem Involutions- 
kegelschnitt /, umschriebenen Dreiecks, für welches die Seiten von der 
Geraden a, in Verbindung mit den von dem Schnittpunkt von 5, mit e, 
an den Kegelschnitt /, gehenden 'T’angenten gebildet werden. Die Curve 
T, berührt also auch die Gerade a.. | 

3is jetzt ist gezeigt, dass die Curve 7), die sechs Geraden a,. ©. 6;. 
C;, C,, €; unseres Siebnersystems berührt; wenn wir noch zeigen, dass die 
siebente Gerade b, unseres Siebnersystems Doppeltangente für die Curve 
T‘, ist, und dass diese Curve von der dritten Klasse ist, so wird der Nach- 
weis für den ausgesprochenen Satz vollständig erbracht sein. 

Durch einen beliebigen Punkt P der Geraden b, geht ausser b, selbst 
offenbar nur eine Tangente der Curve //,, nämlich die Tangente desjenigen 
von den beiden durch P gehenden Kegelschnitten des Systems I’ im Punkte 
P, für den derselbe ein Punkt B’ ist. Durehläuft der Punkt P die Gerade 
b,, so geschieht es zweimal, dass diese eine durch ihn gehende Tangente 
der Curve 7), mit b, zusammenfällt; denn es wird die Gerade 5b, von zwei 
Kegelschnitten K’ des Systems 2° berührt, deren Berührungspunkte die 
Doppelpunkte der von den Schnittpunkten B und B’ gebildeten Projeectivität 
sind. Diese Berührungspunkte sind übrigens, wie ersichtlich, identisch mit 
den Berührungspunkten der Curve C* auf b.. 

Hieraus schliessen wir, dass die Gerade 5b, Doppeltangente ist für 
die Curve 7), und dass ihre beiden Berührungspunkte mit jenen der Unrve 
C* übereinstimmen. Da auch gezeigt war, dass von irgend einem Punkte 
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der Doppeltangente 5, nur noch eine Tangente an 7), geht, so ist diese 
Curve von der dritten Klasse. 


SD. 
Der Schnitt der Berührungskegelschnitte eines Systems mit einem Berührungskegelschnitt aus einem 
zweiten System. 


Das Wesentlichste über den Schnitt von zwei Berührungskegel- 
schnitten, die zwei Systemen in der Beziehung erster Art entnommen sind, 
ist bereits in $ 2 entwickelt worden. Es erübrigt noch, hieraus einige Fol- 
gerungen zu ziehen und für zwei Systeme in der Beziehung zweiter Art 
die entsprechenden Betrachtungen anzustellen. 

Ist K ein Kegelschnitt des Systems & und K’ ein Kegelschnitt des 
Systems >, so war gezeigt, dass der Schnitt dieser beiden Kegelschnitte 
in einen einzelnen Punkt A und die Gruppe der drei Punkte A,, A,, 4; 
zerfällt, welche die Eeken für ein dem gemeinschaftlichen Involutionskegel- 
schnitt J, der beiden Systeme > und =’ umschriebenes Dreieck bilden. 

Hält man den Kegelschnitt X fest und lässt den Kegelschnitt X’ 
das System >’ beschreiben, so durchläuft der Punkt A den Kegelschnitt K 
und die Punktgruppe A,, A,, A, die Tripel einer zu den Punkten A pro- 
jeetiven kubischen Involution. Es folgt dies daraus, dass sowohl die Punkte 
A als auch die Tripel A,, A,, A, ein-eindeutig, also projeetiv bezogen sind 
auf die (von einem rationalen Parameter abhängigen) Kegelschnitte K' des 
Systems 2°. Nimmt man nämlich einen beliebigen Punkt P des Kegel- 
schnitts K als Punkt A, an, so erhält man die beiden Punkte A,, A, auf 
K als die beiden weiteren Schnittpunkte der von A, aus an den Kegelschnitt 
l 
nach $ 2 ein einziger diesem Tripel correspondirender Kegelschnitt K des 


ı 
‚ gehenden Tangenten, und durch die Ecken des Dreiecks A,A,A, geht 


Systems I. Ausser diesem Kegelschnitt geht durch den Punkt P noch 
ein zweiter dem System I’ angehöriger, und dieser correspondirt dem Punkt 
P, wenn derselbe als Punkt A angesehen wird. 

Damit erscheint der folgende Satz begründet: 

Die sämmtlichen Kegelschnitte des Systems von berührungskegelschnitten 
> können auf 32 Arten so auf einander projectiv bezogen werden, dass die 
einander entsprechenden Punkte immer einen berührungskegeischnitt der Curve 
Ü* erfüllen, der einem der 32 Systeme von berührungskegelschnitten dieser 


Curve angehört, welche zum System > in der beziehuna erster Art stehen. 
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In der That sind die sämmtlichen Kegelschnitte X des Systems I 
projectiv auf einander bezogen, falls man die Punkte A auf den einzelnen 
Kegelschnitten in ihrem Schnitt mit demselben Kegelschnitt KA’ einander 
zuweist, da die Beziehung zwischen den Punkten A eines Kegelschnitts A 
und den zugehörigen Kegelschnitten K’ als projeetiv erkannt war. 

Als Schnitt eines Kegelschnitts X des Systems IF mit dem Kegel- 
schnittsystem 2’ haben wir die einfache Reihe der Punkte A auf dem Kegel- 
schnitt K nebst der zu ihr projeetiven kubischen Involution der 'T'ripel A,, 
As, A; gefunden. Das Erzeugniss 7’, dieser projeetiven Beziehung, d. i. die 
Enveloppe der Verbindungslinien des Punktes A mit den Punkten A,, A,, 
A, der entsprechenden Gruppe der kubischen Involution, bietet nach man- 
cher Richtung ein Interesse dar. 

Das Erzeugniss einer derartigen Beziehung ist nach bekannten Sätzen 
von der vierten Klasse. Die vier Tangenten, welche von irgend einem 
Punkte P des Kegelschnitts K an die Ourve vierter Klasse 7, gelegt wer- 
den können, sind: 1) die drei Geraden, welche den als Punkt A aufgefassten 
Punkt P mit den Punkten A,, A;, A, des entsprechenden Tripels verbinden, und 
2) die Gerade, welche den als A, aufgefassten Punkt ? mit dem entsprechen- 
den Punkt A verbindet. Hieraus schliessen wir, dass die Curve 7", rational ist, 
da ihre Tangenten ein-eindeutig auf die Punkte des Kegelschnitts K bezogen 
erscheinen, so zwar, dass jeder Tangente der auf ihr gelegene Punkt A, 
zugewiesen ist, den sie mit dem ihm als A entsprechenden Punkt verbindet. 

Als rationale Curve wird die Curve vierter Klasse /,. welche im 
Allgemeinen, wie leicht ersichtlich, keine dreifache Tangente hat, drei 
Doppeltangenten besitzen, und jede dieser Doppeltangenten wird die Ver- 
bindungslinie zweier Punkte D und D’ des Kegelschnitts AK sein, die so 
beschaffen sind, dass, wenn irgend einer von diesen beiden Punkten als A, 
angenommen wird, ihm immer der zweite als A entspricht. Es werden 
daher die beiden Kegelschnitte des Systems >’, welche durch einen von 
den beiden Punkten D, D’ hindurchgehen, auch durch den andern hindurch- 
gehen. Die Kegelschnitte des Systems 2° gehören, wie wir wissen, einem 
Netze an, und die Cayleysche Curve dieses Netzes wird von jeder Geraden 
berührt, die zwei Schnittpunkte von denselben zwei Kegelschnitten des 
Netzes mit einander verbindet. Es ist daher jede der drei Doppeltangenten 
DN der Curve /, eine Tangente der Cayleyschen Curve des Kegelschnitt- 
netzes, in dem das System >’ enthalten ist. 
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Nach dem Chaslesschen Correspondenzprineip geschieht es viermal, 
dass ein Punkt A des Kegelschnitts X mit einem Punkt A, des ihm ent- 
sprechenden Punktetripels A,, A,, A, zusammenfällt. Bezeichnet man die 
vier Punkte, für die solches stattfindet, mit T,, T,, T,, T, und bringt für 
irgend einen dieser Punkte T die obige Construction zur Verwendung, 
welche die vier von einem beliebigen Punkte des Kegelschnitts K an 7, 
gehenden Tangenten liefert, so erkennt man, dass zwei von diesen Tangenten 
mit der Tangente des Kegelschnitts X in diesem Punkte T zusammenfallen 
und die beiden anderen identisch sind mit dem Taangentenpaar, das vom 
Punkte T aus an den Kegelschnitt /, geht, dem die Dreiecke A,A,A;, um- 
schrieben sind. Daraus folgt, dass die Curve 7‘, der Schaar von Üurven 
vierter Klasse angehört, welehe bestimmt ist durch die vier Punkte T,, T,, 
T;,, T, als eine und den Kegelschnitt X zusammen mit dem Kegelschnitt 7, 
als zweite Curve. 

Die vier Punkte T,, T;, T,, T, sind nichts anderes als die vier Punkte, 
in denen der Kegelschnitt K die Curve vierter Ordnung C* berührt. Denn 
die beiden Kegelschnitte des Systems I’, welche durch einen dieser Be- 
rührungspunkte hindurchgehen, fallen zusammen, und da nach Obigem für 
einen von den beiden durch einen beliebigen Punkt P des Kegelschnitts K 
gehenden Kegelschnitten des Systems 2° dieser Punkt ein Punkt A, für 
den anderen ein Punkt A, ist, so liegt in jedem der vier Berührungspunkte 
des Kegelschnitts X ein Punkt A, mit dem entsprechenden Punkt A vereinigt. 

Nimmt man als Kegelschnitt A’ irgend einen der in die Geradenpaare 
4,6, AC5, ... AgC, Zerfallenden Kegelschnitte des Systems I, z. B. a,c,, 
so liegen zwei von den Punkten des Tripels A,, A,, A;, welches dieser 
zerfallende Kegelschnitt auf K bestimmt, auf der Geraden a,, welche Tan- 
sente des Kegelschnitts /, ist, und der dritte Punkt des Tripels liegt zu- 
sammen mit dem Punkt A des Schnittes auf der Geraden e,. Es ist also 
die Gerade e, Tangente der Curve /,, und das Gleiche gilt auch für die 
Geraden G,, &, ... &: 

Wir fassen die gefundenen Eigenschaften der Curve 7, in dem tol- 
genden Satze zusammen: 

Ist K ein Berührungskegelschnitt der Curve C* und I einer der 32 In- 
volutionskegelschnitte des Systems Z von berührungskegelschnitten der C’, dem 
KW angehört, so kommt in der Schaar der Curven vierter Klasse, für welche 


die vier Berührungspunkte von K eine Curve und die beiden Kegelschnitte K 
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« 


und I zusammen eine zweite bilden, eine rationale Curve I’, vor, Jede Tan- 
gente von I’, schneidet den Kegelschnitt K in zwei solchen Punkten, durch die 
derselbe Berührungskegelschnitt der C* hindurchgeht, der dem System 2 an- 
gehört. Dieses System Z ist das neben I noch ewistirende System von Be- 
rührungskegelschnitten der C', für welches I Involutionskegelschnitt ist, und die 
Curve I’, berührt die sechs in diesem System enthaltenen Doppeltangenten, 
welche den Kegelschnitt I nicht berühren. Die drei Doppeltangenten, welche 
die Curve T'‘, besitzt, sind Tangenten der Cayleyschen Curve des Kegelschnitt- 
netzes, in dem das System 2 enthalten ist. 

sine einfache Beziehung der Curve Z/', zu dem System I, welches 
mit den beiden Systemen F und >° zusammen ein geschlossenes Tripel 
bildet, wird noch in $ 7 entwickelt werden. 

Die Iesultate, welche man erhält, falls man in der in diesem Para- 
graphen durchgeführten Untersuchung als Kegelschnitt X einen zerfallenden 
Kegelschnitt des Systems > nimmt, sind schon zum Schluss des letzten 
Paragraphen im Wesentlichen entwickelt. 

Man erkennt, dass jede dem System >" nicht angehörige Doppel- 
tangente der C* von den Kegelschnitten dieses Systems in den Punktepaaren 
einer nicht involutorischen Projeectivität getroffen wird. Denn jede solche 
Doppeltangente bildet mit einer beliebigen dem System I’ angehörigen zu- 
sammen einen Berührungskegelschnitt X eines Systems. welches zum System 
>" in der Beziehung erster Art steht, und es wird deshalb von den beiden 
Schnittpunkten irgend eines Kegelschnitts K’ des Systems 2° mit jener 
Doppeltangente immer einer als A, der andere als A, in dem Schnitt dieser 
Kegelschnitte K und K’ zu bezeichnen sein. Wir können aber auch um- 
gekehrt zeigen, dass jede Gerade, auf welcher die Kegelschnitte des Systems 
=’ die Punktepaare einer Projeetivität (die nicht Involution ist) ausschnei- 
den, Doppeltangente der Curve C* ist, und können den Satz aussprechen: 

Es giebt 16 Geraden, welche von den Kegelschnitten eines einstufigen 
quadratischen Systems in den Paaren einer nicht involutorischen Projectivität 
getroffen werden, und diese bilden mit den Bestandtheilen der sechs zerfallen- 
den Kegelschnitte des Systems zusammen die 28 Doppeltangenten seiner En- 
veloppe. 

Wird nämlich irgend eine Gerade b der Ebene von einem beliebigen 
Kegelschnitt des Systems I’ in den beiden einander projeetiv zugeordneten 
Punkten B, B’ getroffen, so wird, falls die Projeetivität nicht Involution ist. 
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die Gerade 5 mit der Enveloppe C* des Systems &’ nur zwei Punkte, näm- 
lich die Doppelpunkte dieser Projeetivität, gemein haben, also Doppeltan- 
vente von C* sein. Denn man erhält die einem als B und B’ aufgefassten 
Punkte P auf der Geraden b entsprechenden Punkte als die beiden weiteren 
Schnittpunkte der beiden durch P gehenden Kegelschnitte des Systems 2" 
mit der Geraden b. Ist nun P einer der Schnittpunkte der Geraden 5b mit 
der Curve C*, so fallen diese beiden Kegelschnitte zusammen, also auch 
die beiden dem Punkte P entsprechenden Punkte. Dies kann aber nur für 
die Doppelpunkte unserer Projeetivität stattfinden, denn sonst erhielten wir 
ein Paar von sich vertauschungsfähig entsprechenden Punkten, und unsere 
Projeetivität würde sich damit, entgegen der Voraussetzung, als Involution 
erweisen. — 

Wir wollen jetzt für zwei Systeme in der Beziehung zweiter Art 
> und I, diejenigen Untersuchungen anstellen, welche den so eben für die 
beiden Systeme in der Beziehung erster Art F&_ und 2° durchgeführten 
analog sind. 

Die Kegelschnitte K des Systems 2° seien gegeben durch die 
Gleichung: 

(1.) a,b+24V-+4ab, = (0, 
wo 4 einen Parameter und ,=0, b,=0, ,=0, b,=0 resp. die Glei- 
chungen der Doppeltangenten a,, b,, a,, b, bedeuten. Die Enveloppe C* 
dieses Kegelschnittsystems besitzt dann die Gleichung: 

ab,ab,—-V’ =. 

Die Kegelschnitte K, des Systems 3,, für welches das Geradenpaar a,, @; 
einen und das Geradenpaar b,, 5b, einen zweiten Kegelschnitt bildet, und 
welches dieselbe Enveloppe besitzt wie das System 3, sind gegeben durch 
die Gleichung: 

(2.) am+20oV+o'b,b, = (0, 
wo o einen Parameter bedeutet. 

Um den Schnitt der beiden Kegelschnitte X und K, zu untersuchen, 
lassen wir die beiden Gleichungen (1.) und (2.) zusammen bestehen. Durch 
Subtraetion der mit 4 multiplieirten Gleichung (2.) von der mit o multipli- 
eirten Gleichung (1.) kommt: 

(3.) (a, —kob,)(ob,—4a,) = 0. 


und wir haben den Satz: 
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Sind K und K, irgend zwei Berührungskegelschnitte der Curve Ü, 
welche zwei Systemen = und >, angehören, für deren erstes die beiden 
Doppeltangentenpaare a,b,, a,b,, für deren zweites die beiden Doppeltangenten- 
paare a,a,, b,b, zwei MWegelschnitte bilden, so liegen zwei von den Schmilt- 
punkten der beiden Keygelschnitte K und K, mit dem Schnittpunkt (a,b,) der 
Doppeltangenten a, und b,, die beiden anderen mit dem Schnittpunkt (a,b,) 
der Doppeltangenten a, und b, in einer Geraden. 

Wird A als fest, o aber als variabel angesehen, so stellt die Glei- 
chung (3.) zwei projeetive Strahlenbüschel dar, und es folgt, dass die Kegel- 
schnitte des Systems >, auf dem Kegelschnitt K des Systems I zwei pro- 
jeetiv auf einander bezogene, quadratische Involutionen ausschneiden, deren 
Öentren bezw. die Schnittpunkte der Doppeltangenten a,, b, und der Doppel- 
tangenten a,, b, sind. 

Es ist damit gezeigt, dass in allen Fällen das Punktsystem zerfällt, 
das auf irgend einem Berührungskegelschnitt X der C* von den Berührungs- 
kegelschnitten eines Systems ausgeschnitten wird, dem K nieht angehört. 
Für den Fall, dass die beiden hier in Betracht kommenden Systeme in der 
jeziehung erster Art stehen, ist dieses Zerfallen schon oben eonstatirt worden, 
und für den Fall, dass diese beiden Systeme in der Beziehung zweiter Art 
stehen, ist das Gleiche soeben geschehen. Es mag hier bemerkt werden, dass 
man dieses hesultat auch umkehren und leicht den Satz beweisen kann: ‚Jeder 
Kegelschnitt, auf welchem durch die Kegelschnitte eines einstufigen, qua- 
dratischen Systems ein zerfallendes Punktsystem ausgeschnitten wird, ist 
Berührungskegelschnitt für die Enveloppe des Kegelschnittsystems. 

Indem wir zur Betrachtung des Schnittes eines beliebigen Kegel- 
schnitts K, des Systems &, mit dem Kegelschnitt K zurückkehren, bezeich- 
nen wir die zwei auf dem Strahle 


(4.) a,—kob, = (0 
gelegenen Schnittpunkte resp. mit B,, B/, die beiden auf dem Strahle 
(3.) ob, — ka, = 0 


! 


gelegenen resp. mit B,, Bi. Als Ort der Sehnittpunkte entsprechender 

Strahlen der beiden projeetiven Büschel (4.) und (5.) erhält man durch 
Elimination des Parameters o den Kegelschnitt 
(6.) da, b, en. „a,b, = ), 

und dieser Kegelschnitt trifft offenbar den Kegelschnitt X in jenen vier 
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Punkten, in welchen ein Punkt der von den Paaren B,B, gebildeten In- 
volution mit einem Punkte des entsprechenden Paares B,B), zusammenfällt. 
Diese vier Punkte sind nichts anderes als die vier Berührungspunkte T,, 
T,, T,, T, des Kegelschnitts X mit der Curve C*. Denn der Kegelschnitt 
k, des Systems &,, welcher dureh irgend einen dieser Berührungspunkte 
hindurchgeht, berührt in demselben die Curve C*, also auch den Kegelschnitt 
K, und seine vier Schnittpunkte werden also auf K durch die beiden Strahlen 
der Büschel (a,b,) und (a,b,) ausgeschnitten, welche durch den betreffenden 
Punkt T gehen. Damit ist der Kegelschnitt (6.) näher bestimmt, und wir 
können unseren Satz über den Schnitt der Kegelschnitte des Systems 3, 
mit dem Kegelschnitt X folgendermassen formuliren: 

Die beiden Diagonalen der Vierecke, welche von den Sehnittpunkt- 
quadrupeln der Kegelschnitte des Systems &, auf dem Kegelschnitte K 
gebildet werden, laufen immer resp. durch die Punkte (a,b,) und (a,b,) und 
schneiden sich auf demjenigen Kegelschnitte des durch die beiden Geraden- 
paare a,b, und a,b, bestimmten Kegelschnittbüschels, welcher die vier Be- 
rührungspunkte des Kegelschnitts X enthält. 

Wir wollen jetzt auch die Enveloppe 7, der Seiten dieser Vierecke 
näher ins Auge fassen. I‘, ist dann das Erzeugniss der beiden auf dem 
Kegelschnitte X durch den Schnitt mit dem System >, entstehenden pro- 
jeetiven quadratischen Involutionen, und wird umhüllt von den geraden 
Linien, welche in dem Schnitt des variabeln Kegelschnitts X, mit dem Kegel- 
schnitt X die beiden Punkte B,, B} mit den beiden Punkten B,, B, verbinden. 

Das Erzeugniss zweier quadratischen, projeetiv auf einander bezogenen 
Involutionen auf einem Kegelschnitt ist nach bekannten Sätzen eine Curve 
vierter Klasse. Die vier Tangenten, welche von irgend einem Punkte P 
des Kegelschnitts X an die Curve vierter Klasse / gelegt werden können, 
sind: 1) die zwei Geraden, welche den als B, aufgefassten Punkt ? mit 
den Punkten B,, B, des entsprechenden Paares verbinden, und 2) die beiden 
(eraden, welche den als B, aufgefassten Punkt ? mit den Punkten B,, B; 
des entsprechenden Paares verbinden. 

Bringt man diese Construction für irgend einen der vier Berührungs- 
punkte T,, T,, T,, T, des Kegelschnitts X zur Verwendung, so ergiebt sich, 
dass zwei von den vier Tangenten eines solchen Punktes mit der Tlangente 
des Kegelschnitts X in ihm zusammenfallen, die beiden anderen ihn mit je 
einem der Punkte (a,b,) und (a,b,) verbinden. Mithin gehört die Curve 7, 
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der Schaar der Curven vierter Klasse an, welche bestimmt ist durch die vier 
Punkte T,, T;, T,, T, als eine, den Kegelschnitt X zusammen mit den bei- 
den Punkten (a,b,) und (a,b,) als zweite Uurve. 

Nimmt man als Kegelschnitt K, irgend einen der ausser a,a, und 
b,b, noch im System 3, enthaltenen vier zerfallenden Kegelschnitte, so sieht 
man, dass die Geraden, aus denen er besteht, die Curve 7’, berühren: denn 
diese Curve war ihrer Erzeugung nach die Einhüllende der Verbindungs- 
linien von je zwei unter den vier Schnittpunkten eines beliebigen Kegel- 
schnittes des Systems >, mit dem Kegelschnitte K, abgesehen von den 
Verbindungslinien, die durch einen der Punkte (a,b,) und (a,b,) laufen. 

Wir sind zu dem folgenden Satze gelangt: 

Ist K ein Berührungskegelschnitt des Systems I, für welches die beiden 
(reradenpaare a,b,, a,b, zwei Kegelschnitte bilden, dann giebt es in der Schaar 
der Curven vierter Klasse, welche bestimmt ist durch die vier Berührungspunkte 
von K als eine, und den Kegelschnitt K in Verbindung mit den beiden Punkten 
(a,b,) und (a,b,) als zweite Curve, eine bestimmte Curve I',, welche ach! 
Doppeltangenten der Curve Ü' berührt. Aus diesen acht Doppeltangenten setzen 
sich die vier zerfallenden Kegelschnitte zusammen, welche das System I,, für 
das die Geradenpaare a,a,, b,b, zwei Kegelschnitte bilden, ausserdem noch 
besitzt. Jede Tangente der Curve I’, trifft den Kegelschnitt K in zwei Punkten, 
durch die derselbe Berührungskegelschnitt des Systems ZI, hindurchgeht. 

Der specielle Fall, in welchem der Kegelschnitt X unserer Betrach- 
tung zerfällt, wird im folgenden Paragraphen näher untersucht werden. 


S 6. 


Ueber die Doppelverhältnisse, welche je vier zerfallenden Kegelschnitten in einem Syst 


Berührungskegelschnitten zugehören. 

Irgend vier Kegelschnitte, welche demselben System von Berührungs- 
kegelschnitten der C* angehören, bestimmen als Elemente dieses rationalen 
Systems ein bestimmtes Doppelverhältniss. Es besitzen nun die Doppel- 
verhältnisse, welche vier zerfallenden Kegelschnitten eines solchen Systems 
zugehören, insofern ein besonderes Interesse, als sie offenbar absolute (irra- 
tionale) Invarianten der Curve C* sind. 

Die allgemeine Curve vierter Ordnung besitzt sechs unabhängige 
absolute Invarianten, indem von den 14 Constanten der Uurve 8 durch 
lineare "Transformation vorgelegte Werthe erhalten können. Es lässt sich 
a* 
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zeigen, (dass genau sechs unabhängige unter all den Doppelverhältnissen 
vorkommen, welche irgend vier zerfallende Kegelschnitte in irgend einem 
der 63 Systeme von Berührungskegelschnitten der C* bestimmen. 

In diesem Paragraphen soll nun ein einfaches Abhängigkeitsgesetz 
zwischen diesen Doppelverhältnissen bewiesen werden, nämlich, dass das 
Doppelverhältniss, welches vier zerfallenden Kegelschnitten in einem System 
zukommt, noch in zwei anderen Systemen vier zerfallenden Kegelschnitten 
zugehört, und es soll ferner gezeigt werden, welche Rolle diese Doppelver- 
hältnisse bei den Kegelschnitten, die sechs Doppeltangenten berühren, und bei 
den Geraden spielen, welche drei Schnittpunkte von Doppeltangenten enthalten. 

Ein nach der angegebenen Richtung zielender Satz ist eigentlich 
schon implieite durch die Entwickelungen des $ 3 gegeben und zwar: 

Auf einem beliebigen der 1008 Kegelschnitte I, die sechs Doppeltangen- 
ten der C’ berühren, bilden diese sechs Tangenten ein System, das projectiv ist 
zu den sechs zerfallenden Kegelschnitten in einem bestimmten System von Be- 
rührungskegelschnitten der (*. 

Es sind nämlich die Kegelschnitte des Systems >, welche durch 
die Gleichung (1.) in $ 3 geliefert werden, wie aus dieser Gleichung er- 
sichtlich ist, projeetiv bezogen auf die Tangenten des Kegelschnittes /, in- 
dem der in der Gleichung (1.) des $3 vorkommende Parameter u, dort 
direet der Parameter der dem betreffenden Kegelschnitte correspondirenden 
Tangente ist. Ausserdem ist aber in $3 gezeigt, dass, wenn die Tangente 
u, resp. mit einer der sechs Doppeltangenten a,, @, ... a, zusammenfällt, 
welche den Kegelschnitt / berühren, der correspondirende Kegelschnitt des 
Systems 2° resp. übergeht in eines der Geradenpaare b,c,, BC, ... Ds; 

Nachdem jetzt eine von den zu entwickelnden Relationen bewiesen 
ist, wenden wir uns, um die weiteren Relationen zu erlangen, zur Betrach- 
tung des Schnittes der Berührungskegelschnitte des Systems >, für das 
die (Greradenpaare a,a, und b,b, zwei Kegelschnitte bilden, mit irgend zwei 
dem System >, nicht angehörigen Doppeltangenten 5b und b. 

Zwei beliebige dem System >, nicht angehörige Doppeltangenten 
constituiren nach $ 2 einen Berührungskegelschnitt eines Systems, welches 
zum System 8, in der Beziehung zweiter Art steht, also mit ihm vier 
Doppeltangenten gemein hat. Diese Doppeltangenten mögen, um die Ueber- 
einstimmung mit den Bezeichnungen des $ 5 aufrecht zu erhalten, die Ge- 
vaden a,. b,, a,, b, sein, und zwar mag das Greradenpaar a,b, einen, das 
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Geradenpaar a,b, einen zweiten Berührungskegelschnitt des Systems I bil- 
den, dem das Geradenpaar bb’ als Kegelschnitt angehört. 

In $5 war gezeigt (s. die Formeln (2.) und (3.)), dass die Quadrupel 
der Schnittpunkte B,, B,, B,, B;,, in denen irgend ein bestimmter Kegel- 
schnitt K des Systems I von einem beliebigen Kegelschnitt K, des Systems 
>, getroffen wird, auf K auch ausgeschnitten werden durch zwei Stralilen, 
die resp. dem Büschel (a,b,) und (a,b,) angehören und beide dem Kegel- 
schnitt K, des Systems &, und also auch einander projeetiv zugeordnet sind, 

In Uebereinstimmung mit den Bezeichnungen des $ 5 bezeichnen 
wir von den vier Schnittpunkten des willkürlichen Kegelschnitts A, aus 
dem System &, mit den beiden Geraden b und 5 die beiden auf b gelegenen 
Sehnittpunkte mit B, und B;, die beiden auf b gelegenen mit B, und B;. 
so dass B,B, und B,B, Strahlen resp. des Büschels (a,b,) und (a,b,) sind, 
die einander und dem Kegelschnitt K, projeetiv entsprechen. Die vier 
Sehnittpunkte B,, B,, B,, B, des Kegelschnitts K, sind damit von einander 
unterschieden, und da dieselben durch Schnitt der Geraden 5b und 5’ mit zwei 
entsprechenden Strahlen der projeetiven Büschel (a,b,) und (a,b,) erhalten 
werden, so beschreiben sie vier projeetive Punktreihen, wenn der Kegel- 
schnitt X, das System >&, durchläutt. 

Da B,, B, die Schnittpunkte der beliebigen dem System I, nicht 
angehörigen Doppeltangente 5 mit einem beliebigen Kegelschnitte A, dieses 
Systems bedeuten, so haben wir damit einen neuen Beweis für den Satz 
erbracht, dass jede Doppeltangente von einem System von Berührungskegel- 
schnitten, dem sie nicht angehört, in den Punktepaaren einer Projeetivität 
geschnitten wird. 

Wir wollen jetzt die Curve 7‘, des $5 für unseren Speecialtall näher 
betrachten. Diese Curve zerfällt in unserem Fall in die Einhüllende /, der 
Geraden B,B, und die Einhüllende /, der Geraden B,B|. Als Enveloppe 
der Verbindungslinien von entsprechenden Punkten B, und BD, in den pro- 
Jeetiv auf einander bezogenen Geraden b und 5’ ist ZJ, ein Kegelschnitt. 
welcher die Geraden b und b’ berührt. Ebenso ist 7, ein solcher Kegelschnitt. 

In dem System >, sind ausser den beiden Geradenpaaren a,a,. b,b 
noch vier zerfallende Kegelschnitte enthalten. Die Punkte B, und B; in 
dem Schnitt eines solchen zerfallenden Kegelschnitts liegen auf der einen. 
die Punkte B, und B} auf der anderen Geraden desselben indem die Ge- 
raden B,B, und B,B; resp. durch die Punkte (a,b,) und (a,b,) hindurch- 
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schen müssen). Es wird deshalb der Kegelschnitt 7, einen geraden Be- 
standtheil eines jeden dieser vier zerfallenden Kegelschnitte und der Kegel- 
schnitt J, den zweiten geraden Bestandtheil eines jeden dieser vier Kegel- 
schnitte berühren. Die Tangenten des Kegelschnitts /, erscheinen projeetiv 
bezogen auf die Kegelschnitte X, des Systems &,, indem die Tangenten 
von /, projeetiv bezogen sind auf ihre respeetiven Scehnittpunkte B, mit der 
Tangente b von I,, von welchem wieder gezeigt war, dass sie den Kegel- 
schnitten K, projeetiv sind, durch die sie bezw. auf der Geraden b bestimmt 
werden. Es folgt insbesondere, dass die vier zerfallenden Kegelschnitte, 
welche das System >, ausser den Geradenpaaren a,a, und b,b, noch ent- 
hält, in dieser projectiven Beziehung den vier Doppeltangenten entsprechen, 
welche ausser b und 5b’ noch den Kegelschnitt /, berühren. 

Durch die eben angestellte Betrachtung sind wir zu Kegelschnitten 
I, gelangt, welche sechs Doppeltangenten berühren, haben gesehen, dass 
zwei von diesen Doppeltangenten von einer beliebigen Tangente des Kegel- 
schnitts /, in zwei Punkten B, und B;, getroffen werden, durch welche der- 
selbe Berührungskegelschnitt eines gewissen Systems hindurchgeht, und 
haben endlich erkannt, dass die vier übrigen Doppeltangenten, welche den 
Kegelsehnitt /, berühren, als Elemente desselben ein Doppelverhältniss be- 
stimmen, das mit dem Doppelverhältniss von vier zerfallenden Berührungs- 
kegelschnitten des erwähnten Systems übereinstimmt. 

Es sind nun die hier auftretenden Kegelschnitte /,, welche sechs 
Doppeltangenten berühren, nicht verschieden von den Involutionskegel- 
schnitten / der 63 Systeme von Berührungskegelschnitten der C*, von denen 
schon in $ 1 gezeigt war, dass sie sechs Doppeltangenten berühren. Diese 
Identität würde in Evidenz treten, wenn wir bei allen unseren Entwiekelungen 
die einheitliche Bezeichnungsweise von Hesse für die Doppeltangenten benutzen 
(s. $ 4) und eine Tabelle der erlangten Beziehungen anlegen würden, und 
man kann dieselbe aus der eleganten Tabelle in Sa/mon- Fiedlers Höheren 
Curven, Art. 262 und 263, 2. Aufl. entnehmen, welche von Cayley berührt. 

Wir können zunächst den Satz aussprechen: 

Bringt man eine beliebige Tangente irgend eines der 1008 Kegelschnitte 
! mit den sechs Doppeltangenten, welche I berühren, zum Durchschnitt, so geht 


durch je zwei von den sechs Schnittpunkten derselbe Berührungskegelschnitt 
der C*. 


Wichtig ist die Identität des Kegelschnitts /, mit einem Kegelschnitt / 
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dadurch, dass wir jetzt das eingangs dieses Paragraphen erhaltene Resultat, 
wonach die sechs Doppeltangenten, welche / berühren, projeetiv sind zu den 
sechs zerfallenden Kegelsehnitten aus einem bestimmten System von Be- 
rührungskegelschnitten, zusammenstellen können mit dem Satze, wonach vier 
von den Doppeltangenten, die /, berühren, projeetiv sind zu vier zerfallen- 
den Kegelschnitten eines gewissen Systems von Berührungskegelschnitten. 
Die Identität der Kegelschnitte / und 7, hat zur Folge, dass vier Doppel- 
tangenten, die / berühren, als projeetiv erkannt sind zu je vier zerfallenden Ke- 
gelschnitten aus zwei verschiedenen Systemen von Berührungskegelschnitten, 
und wir haben so zwei Systeme, wo vier zerfallende Kegelschnitte in dem 
einen dasselbe Doppelverhältniss bestimmen, wie vier zerfallende Kegel- 
schnitte in dem andern. Aus der oben angezogenen "Tabelle kann man nun 
entnehmen, dass diese beiden Systeme zu einander in der Beziehung zweiter 
Art stehen, und dass die vier zerfallenden Kegelschnitte jene zerfallenden 
Kegelschnitte in jedem der beiden Systeme sind, die sich aus je zwei nur 
dem einen der beiden Systeme angehörigen Doppeltangenten zusammensetzen, 
Es gilt also der Satz: 

Irgend vier Doppeltangenten, deren berührungspunkte auf einem Kegel- 
schnitt liegen, lassen sich auf drei Arten in zwei Paare eintheilen, welche jedes- 
mal zwei zerfallende Berührungskegelschnitte desselben Systems constiluiren. Jedes 
der drei Systeme eines geschlossenen Tripels zweiter Art, welches man in dieser 
Weise erhält, besitzt noch weitere vier zerfallende Kegelschnitte, und das Doppel- 
verhältniss dieser vier Kegelschnitte ist für alle drei Systeme ein und dasselbe. 

Wir kehren zur Betrachtung des Schnittes eines zerfallenden Kegel- 
schnitts aus dem System >&, mit dem Geradenpaar db, b zurück, das einen 
zerfallenden Kegelschnitt des Systems I bildet. Wir werden dadureh direet 
zu den von Hesse entdeckten geraden Linien Z/ geführt, welche drei 
Sehnittpunkte von drei Paaren von Doppeltangenten enthalten (vergl. $ 3). 
Nach Obigem liegen nämlich die beiden Punkte B, und B/ des Sehnittes 
mit dem Punkte (a,5,) in einer geraden Linie, und ebenso liegen die drei 
Punkte B,, B; und (a,b,) in einer Geraden. 

In dieser Weise liefert jeder der vier zerfallenden Kegelschnitte, 
welche das System &, ausser den Geradenpaaren a,a, und b,b, noch besitzt, 
eine durch (a,b,) und eine durch (a,b,) gehende Gerade /; hingegen liefert 
der zerfallende Kegelschnitt a,«a, resp. 5,5, als Verbindungslinie B,B} die 


Gerade a, resp. b,, als Verbindungslinie B,B} die Gerade a, resp. b.. 
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Da gezeigt war, dass allgemein der Strahl 3,B, des Büschels (a,b,) 
und der Strahl B,B, des Büschels (a,5b,) projectiv ist zum Kegelschnitt K, 
des Systems 3,, der auf den Geraden b, 5b’ das Punktquadrupel B,, B}, B,, 
B, ausschneidet, so werden sowohl die vier Geraden /, welche wir soeben 
als dureh (a,b,) gehend erhalten haben, zusammen mit den Geraden a, und 
b,, als auch die vier Geraden /, die wir soeben als durch den Punkt (a,b,) 
xchend erhalten haben, zusammen mit den Geraden a, und b,, je einen sechs- 
strahligen Büschel bilden, welcher projectiv ist zu den sechs zerfallenden 
Kegelschnitten des Systems >3.. 

Wir können jetzt von den Quadrupeln der Geraden /, die wir in 
den beiden Büscheln (a,b,) und (a,b,) gefunden haben, aussagen, dass sie 
projeetiv sind zu den vier zerfallenden Kegelschnitten, welche das System ,, 
für das die Geradenpaare a,b, und a,b, zwei Kegelschnitte bilden, ausser diesen 
noch enthält. Denn nach dem oben bewiesenen Satze sind diese vier zer- 
fallenden Kegelschnitte projeetiv zu den vier zerfallenden Kegelschnitten, 
welche das System >, neben den Geradenpaaren a,a, und 5,5, enthält. 

Da die Beziehung zwischen den beiden Systemen F und $, eine 
wechselseitig vertauschungsfähige ist, so können wir jeden der vier zer- 
fallenden Kegelschnitte aus jedem dieser beiden Systeme, dem keine der 
Geraden a,, @,, b,, b, als Bestandtheil angehört, als Geradenpaar bb’ der 
vorigen Betrachtung annehmen. Dadurch erhalten wir acht Quadrupel von 
(Geraden /, die durch den Punkt (a,b,) hindurchgehen, und das Doppelver- 
hältniss jedes Quadrupels stimmt überein mit dem Doppelverhältniss der 
vier zerfallenden Kegelschnitte, die im System 3, ausser den Geradenpaaren 
a,b, und a,b, vorkommen. 

Die Zahl der Geraden /, zu denen man so gelangt, beträgt 16. Denn 
irgend ein neben den Geradenpaaren a,b, und a,b, im System I enthaltener 
zerfallender Kegelschnitt, geschnitten mit irgend einem der vier neben den 
(seradenpaaren a,a, und 5,b, im System >&, enthaltenen zerfallenden Kegel- 
schnitte, liefert ein Punktquadrupel B,B;B,B;,, und die Verbindungslinie der 
beiden Punkte B, und B; ist eine Gerade /, welche durch den Punkt 
(a,b,) läuft. 

Um die Zahl der Geraden / überhaupt zu ermitteln, welche durch 
den Sehnittpunkt von zwei bestimmten Doppeltangenten a, und 5, hindurch- 
sehen und noch die Schnittpunkte von zwei anderen Paaren von Doppel- 
tangenten enthalten, kann man die folgende Ueberlegung anstellen. 
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Das Svstem 3, der obigen Betrachtung ist durch die beiden Doppel- 
tangenten a, und b,, die zusammen einen zerfallenden Kegelschnitt desselben 
bilden, festgelegt; als Doppeltangenten «,, b, der obigen Betrachtung kann 
man aber die beiden Doppeltangenten irgend eines unter den fünf zerfallen- 
den Kegelschnitten wählen, welche ausser dem Geradenpaar a,b, im System I 
vorkommen. Wir würden also zunächst die Anzahl der Geraden /, die durch 
den Punkt (a,b,) gehen, = 5.16 = 80 finden. Doch kommt hier jede Gerade / 
doppelt gezählt vor. Denn die Gerade /, welehe erhalten wird dureh den 
Schnitt der beiden Kegelschnitte der Systeme I und 3&,, welche resp. in 
die Doppeltangentenpaare bb und ce zerfallen, als die Verbindungslinie der 
Punkte (be) und (b’e), wird auch erhalten durch den Schnitt der aus den 
Geradenpaaren be und b’e' bestehenden Kegelschnitte, die aus zwei anderen 
Systemen entnommen sind. 

Als Resultat unserer Betrachtung können wir den Satz aussprechen: 

Es giebt 40 Gerade I, welche durch den Schnittpunkt von irgend zwei 
Doppeltangenten a, und b, der C' hindurchgehen und die Schnittpunkte von 
zwei weiteren Paaren von Doppeltangenten enthalten. Unter diesen 40 Strahlen 
kann man fünf Gruppen von je 16 Strahlen unterscheiden, und in jeder Gruppe 
von solchen 16 Strahlen kommen acht doppelverhältnissgleiche Quadrupel vor. 
Das Doppelverhältniss eines jeden der 5.5 = 40 Strahlenquadrupel, zu welchen 
man so gelangt, stimmt überein mit dem Doppelverhältniss von eier unter den 
fünf zerfallenden Kegelschnitten, welche in dem System Z&,, für welches das 
(reradenpaar a,b, ein zerfallender Kegelschnitt ist, ausser diesem noch vor- 
kommen. Endlich bildet ein jedes der in Rede stehenden Strahlenquadrupel 
mit den Geraden a, und b, zusammen einen sechsstrahligen Büschel, der projectiv 
ist zu den sechs zerfallenden Kegelschnitten in einem bestimmten System von 


Berührungskegelschnitten der C*. 


Das Erzeugniss von zwei projeetiv auf einander bezogenen Systemen von Berührungskegelsel 
einer Curve vierter Ordnung. 
Es sei ein System > von Berührungskegelschnitten der Curve (C' 
gegeben durch die Gleichung: 
(1.) K=.,.U+231+W=0 
und ein zweites System von Berührungskegelschnitten derselben Curve durch 
die Gleichung: 
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(2.) K'=#U+2IWV+W=0, 
wo 4 einen willkürlichen Parameter bedeutet und U, Y, W, U’, V', W' 
gleich Null gesetzt Kegelschnitte darstellen. 

Wir denken uns jetzt zwischen den Kegelschnitten der beiden Systeme 
eine projeetive Beziehung festgesetzt und fragen nach dem Ort, welcher er- 
füllt wird von den Schnittpunkten entsprechender Kegelschnitte. 

Ohne die projective Beziehung zwischen den beiden Systemen irgend- 
wie zu speecialisiren, können wir annehmen, dass dieselbe dadurch vermittelt 
wird, dass einem jeden durch einen bestimmten Werth von A charakteri- 
sirten Kegelschnitt des Systems & in dem durch (2.) gegebenen System 
der durch denselben Werth des Parameters 4 gegebene Kegelschnitt ent- 
spricht. Denn dies kann stets durch Einführung eines neuen Parameters an 
Stelle von 4 in der Gleichung (2.) erreicht werden. 

Um die Gleiehung für den Ort der Schnittpunkte entsprechender 
Kegelschnitte der beiden Systeme zu finden, haben wir aus den beiden Glei- 
chungen (1.) und (2.) den Parameter A zu eliminiren. Wir erhalten so die 
Gleichung: 

3.)  (UW-+-UW-2VV'-4(UW-VYUW-V”) = 0. 

Da sowohl die Einhüllende des dureh (1.) als auch die Einhüllende 
des dureh (2.) gegebenen Kegelschnittsystems die Curve C* ist, deren Glei- 
chung C = O lauten mag, so können wir voraussetzen, dass man identisch hat: 

(4.) UW-V’=-UW-V"=C. 

Mit Rücksicht auf (4.) ist die linke Seite der Gleichung (3.) die 

Differenz zweier Quadrate und zerfällt in der folgenden Weise: 
(3) (UW+U'W-2VV'+2C)\UW-+-UW-2VV'-2C) = 0. 

Wir bezeichnen zur Abkürzung den ersten Factor der linken Seite 
von (3.) mit ? und den zweiten Factor mit 2. Diese Faectoren liefern 
gleich Null gesetzt zwei Curven vierter Ordnung ? und 2’, in welche das 
Erzeugniss unserer projeetiven Beziehung zerfällt. 

Das Zerfallen dieses Erzeugnisses konnten wir vorhersehen, nachdem 
in $5 gezeigt war, dass die vier Schnittpunkte von zwei Berührungskegel- 
schnitten aus verschiedenen Systemen in keinem Fall gleichwerthig sind. 
Es ist vielleicht nicht ohne Interesse zu bemerken, dass diese Ungleich- 
werthigkeit der vier Schnittpunkte auch umgekehrt aus dem Zerfallen des 
Erzeugnisses unserer projeetiven Beziehung gefolgert werden kann. 
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Aus der Gestalt der durch (3'.) gegebenen Gleichungen der Curven 
PD und 2 entnehmen wir, dass beide die durch die Gleichung C=0 ge- 
gebene Curve C* in denselben Punkten treffen. 

Wir formen nun die Gleichungen der beiden Curven ? und &' da- 
durch um, dass wir in denselben setzen: 


2C = UW-V+U'W'-T”. 


Wir erhalten dann: 


2.) D = -(U-UYW-W)HF-V), 
(6.) = (U+U/)(W+WN)-(V+V). 


Damit ist für jede der beiden Curven ? und 2 ein System von Be- 
rührungskegelschnitten gewonnen. Vermöge der Form (5.) ihres Gleiehungs- 
polynoms ist nämlich die Curve vierter Ordnung 2 die Einhüllende des 
Kegelschnittsystems: 

7) (U-U) +24 V-P)+W-W) = 0 
und ebenso ist die Curve 2 vermöge der Form (6.) ihres Gleiehungspolv- 
noms die Einhüllende des Kegelschnittsystems: 

(8.) . U+U) +2 (V-N)+W+W)) = 0. 

Mit Hülfe der für die linken Seiten von (1.) und (2.) oben einge- 
führten Abkürzungen K und K’ lassen sich die Gleichungen (7.) und (8.) 
resp. schreiben: 

(7) K—-K = 0 
und 
(8.) K+K =. 

Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, dass durch die Schnittpunkte 
von irgend zwei entsprechenden Kegelschnitten X und K’ ein Berührungs- 
kegelschnitt der Curve ? und einer der Curve 2’ geht, und dass diese 
beiden Berührungskegelschnitte die Kegelschnitte X und K’ in ihrem Büschel 
harmonisch trennen. 

Dieses Resultat verwerthen wir zunächst dazu, zu zeigen, dass die 
Curve C* von den beiden Curven ? und 2’ in allen Punkten berührt wird. 
in denen sie ihnen begegnet. 

Ist nämlich S ein Schnittpunkt der Curven 2? und 2 mit der Curve 
C’, so schneiden sich in demselben, weil er ein Punkt des Erzeugnisses 
unserer projeetiven Beziehung ist, zwei entsprechende Berührungskegelschnitte 
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K, und K, der Curve C*; weil aber der Punkt S auch der Curve C* ange- 
hört, so berühren diese beiden Kegelschnitte sich und die Curve C* in dem- 
selben. Es werden deshalb auch die Berührungskegelschnitte K,—K, = 0 
und K,+K, = 0 der Curven ? und 2’ in diesem Punkte, welche dem durch 
K, und K, bestimmten Büschel angehören, die Curve C* im Punkte S be- 
rühren, und daraus folgt, dass sich die drei Curven C*, 2, P im Punkte 
S tangiren. 

Als Berührungskegelschnitt der Curve 2 begegnet ein beliebiger 
Kegelschnitt K—K'=0 des Systems (7.) dieser Curve in vier doppelt zäh- 
lenden Punkten. Ein Theil von diesen vier Punkten wird gebildet durch 
diejenigen Schnittpunkte von K und K', durch die ? hindurchgeht; von den 
übrigen lässt sich zeigen, dass sie Doppelpunkte der Curve 2 sind. 

In einem der fraglichen Punkte D müssen sich, da er auf der Curve 
PD liegt, zwei entsprechende Kegelschnitte aus den Systemen (1.) und (2.) 
schneiden. Es seien dies die Kegelschnitte X, und K,, welche dem Para- 
meterwerth 4, entsprechen. Dann ist nach Obigem K,—K, = 0 ein Berüh- 
rungskegelschnitt von 2, der im Punkte D berührt. Unter der Annahme, 
dass der Berührungskegelschnitt K,—K, = 0 verschieden ist vom Berührungs- 
kegelschnitt K—K’=0, gehen zwei verschiedene Berührungskegelschnitte 
desselben Systems durch denselben Curvenpunkt D; dann gehen offenbar 
alle Berührungskegelschnitte des Systems durch diesen Punkt, und er ist 
ein Doppelpunkt für die Curve 2. Die Annahme aber, dass dureh die 
Gleichungen K,—K, =0 und K-K'=0 (d.i. durch Einsetzung von zwei 
verschiedenen Parameterwerthen 4 und 4, in die Gleichung (7.)) derselbe 
Berührungskegelschnitt geliefert wird, ist unzulässig, weil die Gleichung, 


welche die Identität der beiden Kegelschnitte aussagt, auch aussagen würde, 


dass die Berührungskegelschnitte des Systems (7.) sämmtlich demselben 
Büschel angehören. 

In gleicher Weise erkennt man, dass von den Punkten, die der Be- 
rührungskegelsehnitt A+K’=0 mit der Curve 2 gemein hat, diejenigen 
Doppelpunkte von 2 sind, welche nicht unter den vier Schnittpunkten von 
K und A’ enthalten sind, und dass aile Kegelschnitte des Systems (8.) durch 
sie hindurehgehen. 

Wir werden nun zwei Fälle zu unterscheiden haben, je nachdem 
das dureh die Gleichung (1.) gegebene System F von Berührungskegel- 


gegebenen System in der Beziehung 


o 
schnitten der C* zu dem dureh (2.) geg 
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erster oder zweiter Art steht. Stehen die beiden Systeme in der Beziehung 
erster Art zu einander, dann zerfällt der Schnitt irgend eines Kegelschnitts 
aus dem System I mit irgend einem Kegelsehnitt aus dem dureh (2.) ge- 
gebenen System 2° in ein Punktetripel A,, A,, A, und einen Punkt 4A; 
stehen dagegen die beiden Systeme in der Beziehung zweiter Art zu ein- 
ander, dann zerfällt der Schnitt irgend eines Kegelschnitts aus dem System 
> mit irgend einem Kegelschnitt des durch (2.) gegebenen Systems SI, in 
zwei Punktepaare B,B, und B,B.. 

Wir wollen festsetzen, dass im ersten Fall die Curve 2 der Ort der 
Punktetripel A,, A, A, im Schnitt entsprechender Kegelschnitte aus den 
Systemen F und I’ und die Curve 2 der Ort der Punkte A in diesem 
Sehnitt ist, während im zweiten Fall die Curve 2 der Ort der Punktepaare 
B,, B, in dem Schnitt entsprechender Kegelschnitte aus den Systemen I 
und 2, sein möge und die Curve 2 der Ort der Punktepaare B,, B, in 
diesem Schnitt. Unserer Festsetzung ist dies deswegen überlassen, weil 
die Gleichungen von ? und 2 in einander übergehen, falls man in den- 
selben U’, V', W’ resp. durch —U’, —V', —W’ ersetzt, was mit einer Multi- 
plication der Gleichung (2.) mit dem Factor —1 gleichbedeutend ist. 

Durch die vorhergehenden Betrachtungen haben wir den Satz bewiesen: 

Dezieht man irgend zwei Systeme von Berührungskegelschnitten der 
Curve C* projecliv auf einander, so zerfällt das Erzeugniss dieser Beziehung in 
zwei Curven vierter Ordnung PD und PD, welche die Curre Ü* in denselben acht 
Punkten berühren. Stehen die beiden Systeme von Berührungskegelschnitten in 
der Beziehung erster Art zu einander, so hat die eine von den beiden erzeug- 
ten Curven PD einen, die andere P drei Doppelpunkte, während im Falle. dass 
die beiden Systeme von Berührungskegelschnitten in der Beziehung zweiter Art 
zu einander stehen, jede der beiden erzeugten Curven zwei Doppelpunkte besitzt. 

Wir wollen unsere Resultate unter der Voraussetzung, dass es sich 
um zwei Systeme > und > handelt, die in der Beziehung erster Art zu 
einander stehen, noch von einer anderen Seite her beleuchten. 

Da die beiden Systeme > und IF einen gemeinsamen Involutions- 
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IleHıaı ii 


kegelschnitt / besitzen, und drei von den Schnittpunkten zweier b: 
Kegelschnitte aus beiden Systemen die Ecken für ein Tangentendreieck des 
Kegelschnitts / bilden, so empfiehlt es sieh, auf die Abbildung des $ 2 
zurückzugreifen. 


Dort waren die Tangententripel des Kegelschnitts / eindeutig abge- 
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bildet auf die Punkte des Raums. Bei dieser Abbildung entsprechen den 
Punkten einer Geraden des Raums die Tripel einer kubischen Tangenten- 
involution erster Stufe auf dem Kegelschnitt /, und da die Ecken der von 
den Tripeln der Involution gebildeten Dreiecke auf einem Kegelschnitt 
liegen, so kann dieser als der Raumgeraden entsprechend bezeichnet werden. 
Da ferner jeder Kegelschnitt, welchem ein Dreieck eingeschrieben werden 
kann, das dem Kegelschnitt / umschrieben ist, als Erzeugniss einer kubi- 
schen 'Tangenteninvolution auf dem Kegelschnitt / angesehen werden kann. 
so ist umgekehrt jedem derartigen Kegelschnitt eine Raumgerade zugewiesen. 
Speciell entsprechen, wie in $ 2 gezeigt ist, den Kegelschnitten der beiden 
Systeme I und > die geradlinigen Erzeugenden der beiden Schaaren einer 
Oberfläche zweiter Ordnung. 

Bezieht man nun die beiden Systeme I und 2° projeetiv auf ein- 
ander, und erfüllen die in dem Schnitt von je zwei entsprechenden Kegel- 
schnitten K und K’ enthaltenen Punktetripel A,, A,, A, die Curve 2, so 
entsprechen den 'Tangentendreiecken von /, deren Ecken die Punkte A,, 
A;, A, sind, die Schnittpunkte (A) der den Kegelschnitten X und K’ zuge- 
ordneten und also ebenfalls projeetiv auf einander bezogenen Erzeugenden 
aus den beiden Schaaren unserer Oberfläche zweiter Ordnung. In dieser 
Weise erscheinen also den Tripeln A,, A;, A;, welche die Curve 2 erfüllen. 
die Punkte (A) eines Kegelschnitts (2) auf unserer Oberfläche zweiter Ord- 
nung zugewiesen. 

Wir haben nun gesehen, dass der Kegelschnitt K-K'=0 die Curve 
D in dem Punktetripel A,, A,, A; des Schnitts der entsprechenden Kegel- 
schnitte K und K' tangirt, und wir schliessen hieraus, dass in unserer Ab- 
bildung dem Kegelsehnitt K—K’' = 0 die Tangente von (P) in dem diesem 
Punktetripel entsprechenden Punkte (A) zugewiesen ist. 

Jetzt können wir den schon oben gefundenen Satz, dass die sämmt- 
lichen Berührungskegelsehnitte X—K' = 0 einen Punkt gemein haben, wel- 
cher Doppelpunkt von 2 ist, noch aus einer anderen Quelle schöpfen: 

Den sämmtlichen Punkten der Ebene des Kegelschnitts (2) ent- 
sprechen Tangententripel des Kegelschnitts /, welche eine kubische In- 
volution zweiter Stufe bilden. Eine solche Involution besitzt ein neutrales 
Klementenpaar. (S. Weyr, Zur Theorie der Involutionen »-ten Grades, A-ter 
Stufe, Wiener Ber. v. J. 1879.) Die 'T’angenten dieses Paares werden stets 
zusammen in einem Tripel einer jeden Involution erster Stufe vorkommen, 
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die in der Involution zweiter Stufe enthalten ist, d. h. aber: der Kegelschnitt, 
welcher irgend einer Geraden der Ebene von (P), also speciell auch der 
Kegelschnitt, welcher irgend einer Tangente von (2) entsprieht, wird durch den 
Schnittpunkt D der beiden Tangenten des neutralen Paares hindurchgehen. 

Ein grösseres Interesse bietet das neue Licht, welches wir für die 
drei Doppelpunkte D,., D,, D, der Curve 2 erhalten. 

Es war oben gezeigt, dass der Kegelschnitt A+K = 0 Berührungs- 
kegelschnitt der Curve 2 ist, welche vom Punkte A in dem Sehnitt ent- 
sprechender Kegelschnitte X und K' beschrieben wird. Da der Kegelschnitt 
K-+K'=0 durch den Schnitt der Kegelschnitte K und X’ hindurehgeht, also 
speciell auch durch das in diesem Schnitt enthaltene Punktetripel A,, A.. 
A,., so entspricht ihm in unserer Abbildung eine Gerade, welche dureh den 
Punkt (A) hindurchgeht. Da aber ferner der Kegelschnitt X+-K’ = 0 dureh 
die Kegelschnitte X und K’ in dem Büschel derselben harmonisch getrennt 
ist von dem Kegelschnitt X—K = 0, so wird die ihm entsprechende Gerade 
durch die beiden Erzeugenden unserer Fläche zweiter Ordnung, welche 
durch den Punkt (A) gehen, harmonisch getrennt sein von der Tangente 
des Kegelschnitts (2) im Punkte (A). 


7 


und daraus folgt, dass dem Kegel- 
schnitt X+K' = 0 die Gerade entspricht, welche den Punkt (A) verbindet 
mit dem Pol (D) der Ebene des Kegelschnitts (2) bezüglich unserer Fläche 
zweiter Ordnung. 

Während also die Berührungskegelschnitte A—K =0 der Uurve ® 
auf die Tangenten des Kegelschnitts (2) abgebildet erscheinen, sind die 
Berührungskegelschnitte XA+K’=0 der Curve ? abgebildet auf die Erzeu- 
senden des Kegels, welcher unsere Oberfläche zweiter Ordnung längs des 
Kegelschnitts (2) berührt. 

Hieraus entnehmen wir, dass die Berührungskegelschnitte A+K’ = U 
der Curve 2’ sämmtlich hindurchgehen durch die Ecken D,, D,, D, des 
vom Tangententripel des Kegelschnitts / bestimmten Dreiecks, das dem 
Pol (D) der Ebene von (2) in unserer Abbildung entspricht. 

Unsere früheren Resultate sind jetzt etwas präcisirt und zwar: 

Bezieht man die beiden Systeme I und > projectie auf einander, so 
ist der Ort der Punktetripel A,, A;, A, im Schnitt von je zwei entsprechen- 
den Kegelschnitten eine Curve vierter Ordnung D mit einem Doppelpunkt D. 
Die durch diese Punktetripel A,, A;. A; als Ecken bestimmten Tangenten- 
dreiecke des gemeinsamen Involutionskegelschnitts I der beiden Systeme > und 
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>" sind in einer kubischen Tangenteninvolution zweiter Stufe auf dem Kegel- 


schnitt enthalten, und die Tangenten des neutralen Paares dieser Involution 
schneiden sich im Doppelpunkte D von PD. Der Ort der Punkte A im Schnitt ent- 
sprechender Kegelschnitte ist eine zweite Curve vierter Ordnung ®' mit drei Doppel- 
punkten D,, D,, D;,, welche die Ecken für ein dem Kegelschnitt I umschriebenes 
Dreieck bilden. Dieses durch die Ecken D,, D,, D, bestimmte Tangententripel 
des Kegelschnitts I ist der Pol der erwähnten kubischen Tangenteninvolution zwei- 
ter Stufe in Bezug auf die quadratische Mannigfaltigkeit von Tangententripeln, 
welche gebildet wird von den Seiten der den Kegelschnitten der Systeme Z und 
> eingeschriebenen und dabei dem Kegelschnitt I umschriebenen Dreiecke. 

Es erübrigt noch, auf einen besonders interessanten Specialfall ein- 
zugehen, weleher durch die Untersuchungen des $ 3 nahe gelegt wird. 

Dort war gezeigt, dass ein Berührungskegelschnitt K" des Systems 
> erfüllt wird von den Schnittpunkten A, je zweier Tangenten «, und «, 
des Kegelschnitts /, welche dieselbe Tangente u, dieses Kegelschnitts zu 
einem 'T’angententripel unserer quadratischen Mannigfaltigkeit ergänzen. Da 
durch die Ecken A, A;, A; eines jeden von einem solchen Tangententripel 
u,tt,0, gebildeten Dreiecks ein bestimmter Kegelschnitt des Systems FI und 
ein bestimmter Kegelschnitt des Systems 2° hindurchgeht, so erscheinen die 
Kegelschnitte dieser beiden Systeme projeetiv auf einander bezogen, wenn man 
je zwei durch die Eeken A,, A,, A; desselben Dreiseits «,«,«, hindurchgehende 
einander als entsprechend zuweist. Die so hergestellte (algebraische) Bezie- 
hung zwischen den Kegelschnitten der beiden Systeme ist nämlich offenbar 
eine ein-eindeutige. 

Der "Theil 2? des Erzeugnisses dieser projecetiven Beziehung der 
beiden Systeme F und !’ zerfällt nun, wie ersichtlich, in den Berührungs- 
kegelschnitt X” des Systems >”, welchen der Punkt A;, und in die doppelt 
sezählte Gerade w,, welche das Punktepaar A,, A, im Sehnitt entsprechen- 
der Kegelschnitte K und K’ erfüllt. Die Curve 2 des allgemeinen Falles 
wurde von jedem Kegelschnitt K—K’—=0 in dem im Schnitt von K und K' 
enthaltenen Punktetripel A,, A,, A; berührt. Wenn wir also zeigen, dass 
der Kegelschnitt A—K'=0 im vorliegenden Speeialfall immer in die Ge- 
rade «, und eine zweite Gerade zerfällt, so ist klar, dass diese zweite Ge- 
rade nichts anderes ist als die Tangente des Kegelschnitts X” im Punkte 
A; Das Zerfallen des Kegelschnitts A—K' =0 ist aber mit Hülfe der 
oben betrachteten Abbildung leicht zu erschliessen. 
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Den Punkten der Ebene des Kegelschnitts (?) entsprechen nämlich 
die Tangententripel derjenigen Involution zweiter Stufe auf dem Kegel- 
schnitt /, in welcher die Tangentendreiecke u, u, u, als Tripel enthalten sind, 
deren Eeken A,A,A, die Curve ® beschreiben. Da die Tangente «, im 
vorliegenden Falle für alle diese T'ripel dieselbe ist, so wird die Involution 
zweiter Stufe ausarten und ihre Tripel werden gebildet werden durch die 
Tangente u, in Verbindung mit zwei beliebigen anderen Tangenten des Kegel- 
schnitts /, so dass also jedem Punkte der Ebene von (2) ein T’angententripel 
entsprechen wird, dem u, angehört. Dies wird speciell auch von den Tan- 
gententripeln des Kegelschnitts / gelten, welehe den Punkten derjenigen 
Tangente des Kegelschnitts (2) entsprechen, die dem Kegelschnitt X—K = 0 
zugeordnet ist. Es wird also dieser Kegelschnitt als Ort der Eckpunkte der 
von diesen T’angententripeln gebildeten Dreiecke aus der Tangente «, in 
Verbindung mit einer gewissen Geraden der Ebene bestehen. 

Nun liegen aber auf diesem zerfallenden Kegelschnitt K—K' = 0 die 
vier Schnittpunkte A,, A,, A; und A der entsprechenden Kegelschnitte K 


> 


und X. Da der Bestandtheil «, von K-K'=0 die zwei Punkte A,, A, 


dieses Schnittes enthält, so muss der andere Bestandtheil — dies ist nach 
Obigem die Tangente des Kegelschnitts X aus dem System I im Punkte 
A, — den Punkt A, mit dem Punkt A des Schnittes verbinden, und es 
resultirt der Satz: 

Ist t die Tangente eines dem System > angehörigen Berührungskegel- 
schnitts im Punkte A,, so schneiden sich von den durch A, hindurchgehenden 
Berührungskegelschnitten der Curve Ü' sechzehnmal zwei nochmals auf der Ge- 
raden t. Je zwei solche Kegelschnitte, die sich noch ein zweites Mal auf t 
schneiden, gehören zwei Systemen an, welche mit > zusammen ein geschlossenes 
Tripel erster Art bilden. 

Der eben gefundene Satz gestattet uns, noch eine neue geometrische 
Bedeutung für die in $ 5 behandelte Curve vierter Klasse /, anzugeben. 

Die Curve /, war die Einhüllende der Geraden, welehe man erhält. 
indem man einen bestimmten Kegelschnitt X des Systems I zum Durchsehnitt 
bringt mit den Kegelschnitten X’ des Systems I’, und den Punkt A im Sehnitt 
von K mit K’ mit dem Punktetripel A,, A,, 4; 


‚ in diesem Schnitt verbindet. 
Aus dem eben bewiesenen Satze folgt nun, dass die Verbindungs- 

linie AA, einen der beiden Kegelschnitte des Systems 2”, welche durch 

den Punkt A, gehen, berührt. Wir können also sagen: 
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Die in $5 behandelte Curve vierter Klasse I, bildet einen Bestand- 
theil der Einhüllenden, welche man erhält, falls man an die Kegelschnitte des 
Systems I, das mit den Systemen Z und Z' zusammen ein geschlossenes 
Tripel erster Art bildet, in ihren Schnittpunkten mit dem Kegelschnitt K des 
Systems ZI die Tangenten legt. 


Ks liegt noch die Untersuchung einer zweiten Gattung von projee- 


tiven Beziehungen der beiden Systeme Z und =’ nahe, wo das Erzeugniss 
ebenfalls einen Berührungskegelschnitt der C* als Bestandtheil enthält. 

Die zerfallenden Kegelschnitte des Systems I werden gebildet dureh 
die Geradenpaare a,b,. ab,, ... a;b;, jene des Systems 2° durch die Ge- 
radenpaare @,6,, 46, ... 4,6. In irgend einer projeetiven Beziehung, in 
welcher z. B. den beiden zerfallenden Kegelschnitten a,b, und a,b, resp. 
die zerfallenden Kegelschnitte a,e, und a,c, zugewiesen sind, bilden die 
(seraden a, und a, offenbar einen Bestandtheil des Erzeugnisses, und zwar 
sehören sie der Curve ? an, weil, wie ersichtlich, das Punktetripel A, A,4A,; 
des allgemeinen Falles in dem Schnitt der beiden zerfallenden Kegelschnitte 
a,b, und a,e, vollkommen bestimmt bleibt. als Punkt A in dem Schnitt 
aber jeder Punkt von a, angenommen werden kann. 

Die Curve vierter Ordnung 2’ zerfällt also in die beiden Doppel- 
tangenten a,a, und einen Kegelschnitt. Da aber allgemein gezeigt war, 
dass die Curve 2 die Curve C* in allen Punkten berührt, in denen sie ihr 
begegnet, so ist der zweite Bestandtheil von 2 ein Berührungskegelschnitt 
der €, 

Dieser Berührungskegelschnitt gehört, wie man leicht einsieht. einem 
der 15 Systeme an, welehe nach $ 4 ausser dem System I noch zu den 
beiden Systemen IF und F&° in der Beziehmg erster Art stehen. 

Da die Kegelschnitte des Systems I sowohl als jene des Svstems 
>’ nach einer am Eingang des $5 gemachten Bemerkung projeetiv sind 
zu einem bestimmten Punkt in ihrem resp. Schnitt mit jedem Kegelschnitt 
aus einem dieser 15 Systeme, so war in vorhinein klar, dass man jeden Kegel- 
schnitt aus einem dieser 15 Systeme durch eine gewisse projeetive Be- 
ziehung der beiden Systeme I und > erhalten kann; aber die Natur dieser 


projeetiven Beziehungen ist durch das Vorhergehende näher bestimmt. 
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Ueber eine Anwendung der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen auf nichthomogene lineare 
Difterentialgleichungen. 

(Von Herrn L. W. Thome in Greifswa 


Di. Hilfsmittel, die in früheren Abhandlungen des \erfassers z 
Untersuchung der linearen Differentialgleichungen entwickelt sind (siel 
Uebersicht dieser Abhandluneen in Bd. 96 dieses Journals). werden ıı 
vorliegenden Arbeit auf eine allgemeinere Klasse nichthomogener linea 
Differentialgleichungen angewandt. Zum Zwecke der Integration diese 
Differentialgleichungen werden die individuellen Integrale herges: 
Ausdrücke den Verlauf der Funetionen in der Umgebung der singulären 
Punkte vollständig enthalten und denselben besonders vermüge der Natu: 
der Exponenten charakterisiren, und es wird die Fortsetzung dieser Integrale 
ausgedrückt. Die Darstellung der Integrale der Ditferentialgleichung ge- 
schieht alsdann auf Grund der für die Umgebung der singulären Punkte 
charakteristischen Integralsysteme unter Anwendung einer endlichen Anzahl 
von Substitutionen. 

Die Ermittelung der Ausdrücke der Integrale für die Umgebung 
singulären Punkte und der Ausdrücke für die Constanten in den Substitu- 
tionen, welche die Fortsetzung der Integrale liefern, sowie die beliebig an- 
genäherte Werthberechnung dieser Ausdrücke beruht auf dem Durchgang: 
durch die bestimmten Integrale, welche zur Darstellung der dureh unbe- 
stimmte Integration bei den singulären Punkten gebildeten Functione: 
früheren Arbeiten des Verfassers gegeben sind. 

Diejenigen linearen homogenen und nichthomogenen Differential- 
gleichungen, welche in dem Cyklus der von dem Verfasser erschienenen 
Abhandlungen über allgemeine lineare Ditferentialgleichungen integrirt sind. 
und die homogenen linearen Ditferentialgleichungen mit regulären Integralen 
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oder mit höchstens zwei wesentlich singulären Punkten, von denen einer 
ein regulärer ist, stellen bei den linearen Differentialgleiehungen mit ratio- 
nalen Uoefficienten der Differentialquotienten und einer endlichen Anzahl 
singulärer Punkte unter einander zusammenhängende Bereiche vor, die ein 
natürliches Gesammtgebiet bilden. Specielle Convergenzbetrachtungen sind 
für die Integration dieser Differentialgleichungen nicht erforderlich. 


1. 


Definition der hier behandelten nichthomogenen linearen Differentialgleichungen. 


I. Die niehthomogenen linearen Differentialgleichungen, die hier 
untersucht werden, sind folgende. Es sei 


(1.) F,y, ©) = 9 
wo 
war 2 it SEE WER, „tt: But ale 
„\Y €) = de" rPpı dei T"TPnY- 


Die Coeffieienten p sollen rationale Funetionen sein, und-F,(y, x) sei ein 
Differentialausdruck, der durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar ist (s. die Abh. des Verf. Bd. 96 dieses Journals). Speciell 
werde für das Folgende der Fall hervorgehoben, wo man die Natur des 
Differentialausdruckes F,,(y, x) von vorn herein kennt, wie wenn F,(y, x) 
ein regulärer Differentialausdruck oder ein solcher mit eonstanten Coef- 
ficienten ist. 

Der zweite Theil g in (1.) sei eine Summe einer endlichen Anzahl 
von Summanden und jeder Summand ein Produet CPQ von folgender Be- 
schaffenheit. 

C ist eine Constante irgend welcher Art. 

Die Grösse P soll eine allenthalben einwerthige analytische Function 
sein, die in einer endliehen Anzahl von Punkten in endlicher oder unend- 
lich hoher Ordnung unendlich wird, und zwar sei P ein Produet einer ratio- 


nalen Funetion R(x) und einer endlichen Anzahl (diese Anzahl — 0) von 
Funetionen F(x) von folgender Eigenschaft. F(r) sei eine allenthalben ein- 


werthige analytische Function, welche einer bekannten homogenen linearen 
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten genügt, deren singuläre Punkte, 
abgesehen von einem Punkte, solche sind, bei denen nur reguläre Integrale 


Y 


vorkommen, und die Entwickelung von F(x) bei einem der letzteren Punkte 
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oder bei einem nichtsingulären Punkte »—=a nach Potenzen von c—a (bei 
u ’ 
a= x tritt — an Stelle von 2—a) sei gegeben. Man kann hierbei voraus- 


setzen, dass F(x) bei jedem Punkte, abgesehen von jenem einen irregulären, 
endlich bleibt, da sonst nach Multiplieation mit einer rationalen Funetion 
diese Eigenschaft herbeigeführt wird. 

Alsdann kann man der Function P, und zwar jedem Factor Rx 
und F(x) derselben, bei jedem Punkte x, eine Darstellung durch einen 
ganzen rationalen Ausdruck von Elementen geben, von denen das einzelne 


Element die Form &%,2° hat, 3= x2— x, oder ,+e,(2—x,)', wo ce, auch 
0) 


ya 
ie 2; . | 
gleich Null sein kann (bei &,= x steht statt 2er ), z also eine ganze 
T 


rationale Funetion von 2—xz, oder (£e—x,)' ist, oder z constant gleich z,, 
und wo die Grössen Ä,, ©. €. 3; bekannte rationale Ausdrücke gegebener 
Constanten sind. 

Der reguläre Punkt, bei dem die Entwiekelung von F(z) gegeben 


ist, sei z=a, der einzige irreguläre Punkt der Differentialgleichung für 


y \ . . . . ee ® . I- d 
Fix) sei e=b. Es wird die Substitution angewandt „= cw, daher 
T ) 
(a— b) cw WIPS ] ] Fir 
T—-a=: ‚bezüglich, wenna=x, = cw, daher und, 
1— cw = c—b rc 1 + bew 


wenn b=x, r—-a=cw, c eine Uonstante. Dem Punkte r=a entspricht 
dann @e=0, dem Punkte r=b w=x. Die Punkte im Endlichen in der 
von w abhängigen Difterentialgleichung für F(x) sind reguläre. Die Ent- 
wiekelung der von ®w abhängenden Function F(z) = G(w) nach Potenzen 
von » mit ganzen positiven Exponenten ist alsdann bekannt, die Coetficienten 
der Entwiekelung sind rationale Ausdrücke gegebener Uonstanten: aus der 
Differentialgleichung ergiebt sich eine Reeursionsformel, welehe die Üoet- 
fieienten linear und homogen enthält mit constanter Anzahl der Glieder, 
und diese Entwiekelung gilt gemäss der Voraussetzung in Bezug aut Fir 
für beliebige @. Um nun die Darstellung der Funetion F(r) bei einem 
Punkte x,, der von a und 5b verschieden ist, dem = = ww, entspricht, zu er- 
halten, kann man die Differentialquotienten von F(x) aus denen von Gr 
nach w und denen von w nach x genommen bilden für x = x, und aus der 
Differentialgleichung für F(x), da x, ein regulärer Punkt ist, die Ent- 
wickelungen derjenigen linearunabhängigen Integrale nach Potenzen von 
x —x, entnehmen, welche bei x =r, einwerthig bleiben. Man kann hier 
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solche Entwickelungen nehmen, in denen die Anfangspotenzen von einander 


verschieden sind (vgl. die Abh. des Verf. Bd. 87 8. 286) und nun vermittelst 


derjenigen, die in x, endlich bleiben, F(x) ausdrücken (bei 1=8x Iste=- 


zu setzen). Bei 2=a besteht die ursprüngliche Entwickelung. Bei r=b 


. . . \ . y . n be . q hb--a 
tritt in die Entwickelung von G(w) = Fe,w' für cw ein 1+ 
oO : 0 x-—b 
l 


c—b 


bezüglich 

oder r—a. 

Kine solehe Funetion F(x) wird z. B. durch eine homogene lineare 
Differentialgleichung mit rationalen Üoefficienten gegeben, die nur zwei, 
jedoch beliebig im Endlichen oder Unendlichen gelegene, singuläre Punkte 
besitzt, wenn der eine dieser Punkte ein regulärer ist und bei demselben 


eine einwerthige und stetige Entwickelung besteht; auch dürfen ausserdem 


Pr 
oO 
noch ausserwesentlich singuläre Punkte vorkommen (oder durch eine Diffe- 
rentialgleichung, in welcher nur ein singulärer und zwar irregulärer Punkt 
vorhanden ist). Es ergiebt sich dies dureh Einführung der vorhin bezeich- 
neten Variabeln @. Kin besonderer Fall von einem Produete von Fune- 
tionen F(x) der letztgenannten Art wird durch e” segeben. wo U eine 
rationale Funetion ist, die in Partialbrüche zerlegt zum constanten Gliede 
Null hat. 

Der Factor Q in dem oben genannten Producte CPO in q, dem zwei- 
ten 'T’heile der Differentialgleichung (1.), soll eine bestimmte Function sein, 
die einer homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coetficien- 
ten genügt, deren Differentialausdruck durch ein System normaler Ditte- 
rentialausdrücke darstellbar ist. Es soll jedoch in Bezug auf die Grösse ( 
‚emacht werden. (0 


hier vorzugsweise folgende speciellere Voraussetzung ge ( 
sei ein Produet O0”, Q ein Ausdruck (e—-a,)”(2—a,)”...(@—a,)', wo die 
r beliebig sind, Q7 sei eine algebraische Funetion. Für die letztere kann 
man die homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coetficienten, 
welcher dieselbe genügt und deren Ordnung gleich der Anzahl der linear- 
unabhängigen Zweige derselben ist, herleiten (siehe die Abh. des Verf. 
Bd. 104 dieses Journals). Ist F,(@y, x) ein regulärer Differentialausdruck 
oder ein solcher mit eonstanten Coeffieienten, so ist alsdann die Art der 
Differentialgleiehung (1.) von vorn herein zu erkennen. Dieser Fall unter 
den hier betrachteten nichthomogenen linearen Differentialgleichungen hat also 


eine allgemeinere praktische Bedeutung. 
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Il. Wenn f(y, x) ein homogener linearer Differentialausdruck ist. 
und Y das vollständige Integral von f=0, y, ein Integral von f(y, x) = gq,. 


y, ein Integrai von f(y,z)=g;, so ist Y+y,+9, das vollständige Integral 
von f(y, €) = q,+4.. Demnach redueirt sich die Integration der Differential- 
oleichung (1.) auf den Fall, dass nur ein Summand der oben bezeichneten 
Art-auf der rechten Seite steht, und hier tritt die Constante Ü als Factor 
aus dem Integrale heraus, es bleibt also die Differentialgleichung zu unt: 
suchen 

(2.) P.(y,2) = PD. 


Es besteht nun für die niehthomosenen linearen Differentialeleiehuns 


selbe Grundsatz wie für die homorenen und wird in eleicher Weise h 


R e . p; 1° < . . 1 1° « : 
wiesen, dass, wenn in (1.) die Coefficienten p und die Grösse g 


Kreise einwerthigre und stetige analvtische Funetionen sind, es für d: 


(sebiet innerhalb dieses Kreises eine und nur eine einwe L L 
analvtische Funetion giebt, welehe der Differentialgleiehungz genügt und 


ihren m—1i ersten ÄAbleitunsen im \littelpunkt des Kreises voreesehriehen: 
Werthe annımmt. 
Als sineuläre Punkte der Differentialrleiehun > 


werden nun ausser den Punkten, in denen die rationalen Coeffiecienten p 


unendlich werden, die Unstetigkeitspunkte der einwerthigen Fac' P 
und ferner folgende Punkte in Bezug auf den Factor O an 

0 die Form 007 hat, 0 r—M A r—a ne 0 
braische Funetion, so werden noch als sinenläre Punkte der Dit 
oeleichung hinzugenommen die Punkte a, bis a und n S 0 


braischen Funetion, wenn der Üoettieien r höchsten Poteı 
duetiblen Gleichung für 0” „leich A, ist. und A,0 s 

sesetzt ist, die Punkte, in denen A,. und diejenigen, in deı 

minante der Gleichung für s verschwindet. Wenn O als ei bestiı 
Funetion, die einer in I. bezeichneten homogenen linearen 

chung mit rationalen Coeffieienten genügt. definirt ist, so werden die Punkt 
in denen die Üoeffieienten dieser Ditterentialeleichune ı lich w 

als singuläre Punkte hinzugenommen. 


\ 


Bei z=x ist r=f einzusetzen. Wenn F(y.x P)"F 


gesetzt wird, so folgt aus (2. 


3. FF. € PEN) QA 


\ 
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und die Funetionen (—’) "P(t') und Q(t”’) haben als Funetionen von £ die- 
selbe Beschaffenheit, wie P(x) und O(x) als Functionen von x. Die Be- 
handlung der Differentialgleichung (3.) bei £=0 ist also dieselbe wie die 
von (2.) bei einem Punkte x im Endliehen. In die erhaltenen Ausdrücke 


' einzusetzen. 


der Integrale ist dann = r” 

Die Entwickelung der Integrale der Differentialgleichung (2.) in 
einem Kreise, der keinen singulären Punkt enthält, erfolgt unmittelbar aus 
(2.) (vel. Nr. 4 II). Eine Reeursionsformel für die Coefficienten dieser Ent- 
wickelung, die eine constante Anzahl der Glieder linear und homogen ent- 


5) 


hält, wird in Nr. 3 gegeben. 

Wird durch die singulären Punkte im Endlichen und den Punkt 
r—= x eine in sich zurücklaufende Linie gezogen, so verläuft in jedem der 
beiden von dieser Linie begrenzten Gebieten ein Integral von (2.) einwerthig. 
Um einen singulären oder nichtsingulären Punkt a im Endlichen als Mittel- 
punkt sei ein Kreis geschlagen, der durch den nächsten singulären Punkt 
geht. Das (Grebiet innerhalb dieses Kreises wird der Bezirk des Punktes a 
genannt. Der Bezirk von = x ist das Gebiet, welches von dem Kreise 
um den Nullpunkt als Mittelpunkt, der durch den entferntesten im Endlichen 
liegenden singulären Punkt geht, begrenzt wird und e=x enthält. Es 
werden nun bei jedem singulären Punkte Entwickelungen der Integrale 
von (2.) gegeben, die wenigstens in dem Bezirke dieses Punktes gelten 
(Nr. 2, Nr. 3). Aus den Ausdrücken, die auf diese Entwickelungen führen, 


ergeben sich die Substitutionseonstanten bei Umgang um einen singulären 
Punkt (Nr. 6). Durch Anwendung einer rationalen Substitution ersten Gra- 
des werden aus denselben Ausdrücken solche Entwiekelungen der Integrale 
hergeleitet, die in einem beliebigen Kreise gelten, der von singulären Punkten 
nur jenen einen im Innern enthält (Nr. 53). Auf der Anwendung dieser Ent- 
wickelungen beruht die Ermittelung der Substitutionsconstanten bei Ueber- 
sang von einem singulären Punkte zu einem anderen und die Darstellung 


> 


der Integrale bei der Fortsetzung (Nr. 5, Nr. 7). 


m 
Die Form der Integrale in der Umgebung der singulären Punkte. 
I. Die linearunabhängigen Integrale der Differentialgleichung F (y, x) = 0 


bei einem Punkte z=a seien unter der Form 


(1.) u, faru' u... [ur,u,de 
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aufgestellt, wo die Grössen « gemäss der Voraussetzung, die in Betreff des 
Differentialausdruckes F,(y, x) in Nr. 1 gemacht ist, normale Elementar- 


integrale sind (s. Abh. Bd. 96 5. 189). Das vollständige Integral der Ditfe- 
rentialgleichung 


(2) F,, 2) =q 
bei diesem Punkte geht dann aus der Summe hervor, in welcher der Ausdruck 
(3.) u, (deu; u, Fi /deu;',u, /u;'gdx 


zu den Integralen (1.), diese mit willkürlichen Constanten multiplieirt, addirt 
ist. (Vgl. Abh. Bd. 96 Nr. 2). 

q ist hier die Grösse PQ (Nr. 1) und hat bei z=a, der ein singu- 
lärer Punkt (Nr. 1 II) der Differentialgleichung (2.) sein soll, eine Ent- 
wickelung folgender Art. P ist bei e=a, abgesehen von diesem Punkte. 
einwerthig und stetig und hat in dem Bezirk von z=a eine Entwickelung 
nach Potenzen von c—a mit positiven und negativen ganzzahligen Expo- 
nenten. Q ist ein Product 00”, wo Q’ = (2 —a,)"...(2—-a,)' beir=a die 
Entwiekelung (r—-a)’y(r—a) hat, bei e=a einwerthig und stetig ist, und 
wo Q” eine algebraische Funetion ist: Die Zweige dieser Function setzen 
sich linear mit bekannten eonstanten Üoefficienten aus den Integralen der 
linearen Differentialgleichung der algebraischen Funetion zusammen, nämlich 
der homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten, der 
diese Function genügt, und deren Ordnung gleich der Anzahl der linear- 
unabhängigen Zweige ist (siehe die Abh. des Verf. Bd. 104 dieses Jour- 
nals). Ein solches Integral der Differentialgleichung für 0” hat die Form 
(z—-a)w(z—a), wo w(z—a) bei e=a einwerthig und stetig und die Ent- 
wickelung von w(e—a) nach Potenzen von r—a bekannt ist. Das einzelne 
derartige Integral, mit Q’ multiplieirt, wird an Stelle von Q gesetzt. In dem 
allgemeinen in Nr. 1 I. angegebenen Falle tritt für Q ein Ausdruck 


(4.) v, dx 7, frz}, v,dx 


ein, wo die v normale Elementarintegrale-sind und die Ausdrücke (4.) für 
b=1,...c die Differentialgleichung von Q erfüllen. Der vorige Fall ist hierin 
für b=1 enthalten. 

Der Ausdruck (4) für b=b, wird mit der Entwickelung von P 
multiplieirt, alsdann wird die erhaltene Grösse an Stelle von q in (3.) ein- 
gesetzt. Bei den Integrationen in (4.) und in (3.) wird jedesmal das con- 
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stante Glied annullirt. Der Ausdruck von v,, soll den Exponenten r ent- 
halten. 

Für das auf diese Weise hergestellte Integral (3.) ergiebt sich als 
allgemeine Form der Function dieselbe, wie bei den Integralen (1.) der 
homogenen linearen Differentialgleichung F,= 0, nämlich 


m 


= 


5) (aa) \p(2—a)+g(z—-a)log(—a)+-+g,(2-a)(log(x—-a)) "|, 
wo die Grössen g Funetionen von x sind, von denen zunächst ermittelt ist, 
dass sie in einem gewissen Kreise um z=a als Mittelpunkt, abgesehen 
von diesem Punkte, einwerthige und stetige analytische Funectionen sind. 
Nun ergiebt sich in Bezug auf diese Funetionen g durch dasselbe Verfahren 
wie bei homogenen linearen Differentialgleichungen (vgl. Abh. Bd. 96 S. 239) 
Folgendes. Der Umgang um z=a wird in dem Integrale (3.) vollzogen, 
in welchem also an Stelle von g steht PQ, und für Q der Ausdruck (4.) 
für b=b,. Das Resultat des Umganges setzt sich linear und homogen 
mit constanten Coeffieienten aus denjenigen Integralen (1.) und (3.), bei 
welchen in 4) b=1,...b, ist, zusammen, deren Ausdrücke der Form (3.) 
denselben Exponenten r (abgesehen von einer ganzen Zahl) wie in v, ent- 
halten. Aus dieser Gleichung gehen alsdann die Relationen hervor, dass 
die in dem Ausdrucke des Integrales (5.) vorkommenden Factoren der Loga- 
rithmenpotenzen, von log(r—a) an, linear und homogen mit constanten 
Coeftiecienten aus den in den vorhergehenden Integralen enthaltenen Fae- 
toren der Logarithmenpotenzen von (log(x—a))' an sich zusammensetzen. 
Durch diese Relationen in Verbindung mit dem Umstande, dass in einem 
einfach zusammenhängenden Gebiete, in welchem kein singulärer Punkt der 
Ditferentialgleichung Nr. 1 (2.) liegt, die betrachteten Integrale bei der 
Fortsetzung einwerthig und stetig bleiben,*ergiebt sich dann successive 
für die Funetionen g die folgende allgemeine Eigenschaft: 

Alle Functionen y(z—a) in den Ausdrücken der Form (5.) der Inte- 
grale (1.) und (3.) bleiben in einem beliebigen Kreise, der von singulären Punk- 
ten der Differentialgleichung Nr. 1 (2.) nur den Punkt a im Innern enthält, 


abgesehen von diesem Punkte einwerthige und stetige analytische Functionen. 





In dem Bezirke von e=a (Nr. 1 Il) besteht dann die Entwickelung 
der Functionen g durch die Summe von zwei Potenzreihen, die nach Potenzen 
von x—a mit positiven, bezüglich negativen ganzzahligen Exponenten fort- 
schreiten. 


ll. Man kann auch auf die Differentialgleichung (2.) die Methode 


Er URL A RER RE 2er 














- 


n»4 


Thome, über nichthomogene lineare Differentialgleichungen. 


der Variation der Constanten anwenden und aus den erhaltenen Ausdrücken 
die Form der Integrale in dem Bezirke von z2=a bestimmen, so wie auch 
in ähnlicher Weise, wie in Nr. 3 I angegeben ist, in demselben Bezirke 
die Darstellung dieser Integrale durchführen: die Ableitungen eines Inte- 
grales (1.) werden dabei an dem Ausdrucke (1.) gebildet. In diesem Falle 
wird bei Anwendung der in Nr. 3 II behandelten Transformation durch eine 
rationale Substitution ersten Grades zunächst aus der transformirten Diffe- 
rentialgleichung (vgl. Abh. Bd. 96 5. 257) selbst vermittelst der Methode 
der Variation der Constanten gezeigt, dass die Entwickelung der Integrale 
in dem dieser Differentialgleichung angehörenden Bezirke des singulären 
Punktes gilt; die "Transformation der Integrale der ursprünglichen Ditte- 
rentialgleichung geschieht dann, wie dort angegeben. Ebenso erfolgt die 
Werthbereehnung der Integrale nach den Angaben von Nr. 4. Die Uon- 
stanten bei der Fortsetzung sind nach Nr. 7 zu bestimmen. 

Die in I angewandte Methode der wiederholten Integrationen ist je- 
doch von wesentlicher Bedeutung, wenn es sich um die. Untersuchung der 
Art der Constanten in den Substitutionen bei Umgang um einen singulären 
Punkt handelt (Nr. 6), so wie bei der Ermittelung, ob Logarithmen in die 
Ausdrücke der Integrale eingehen (Nr. 8). 

Vermittelst der Methode der Variation der Constanten kann man 
auch Differentialgleichungen Nr. 1 (2.) behandeln, in denen an Stelle von 
F,(y.x)=0 oder der Differentialgleichung für Q solehe Differentialglei- 
chungen mit rationalen Coeffieienten stehen, in denen nur zwei wesentlich 
singuläre Punkte, von denen einer ein regulärer ist, vorkommen. Die In- 
tegrale letzterer Difterentialgleichungen gehen aus den Integralen derjenigen 
hervor, in weleher durch eine rationale Substitution ersten Grades der irre- 
guläre Punkt ins Unendliche verlegt ist, welche daher durch die Ent- 
wickelungen regulärer Integrale, die allenthalben im Endlichen gelten, in- 
tegrirt werden. In Betreff der Darstellung der Integrale jener Differential- 
gleichungen vgl. Nr. 1 I und Abh. Bd. 96 Nr. 15 11 ©, III. 

Es werde: noch als Zusatz zu Abh. Bd. 96 Nr. 15 bemerkt. dass, 
wenn F,(y, x) ein System normaler Differentialausdrücke ist, die Ditferential- 


dy 


gleichung 2(z, x) =0, welcher der erste Differentialquotient z der 


Integrale von F,=0 und nur diese Integrale genügen, 2 selbst als ein 
System normaler Differentialausdrücke enthält, dessen Bestandtheile der 
N%* 
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Reihe nach dieselben determinirenden Factoren wie in F, haben. Man er- 
hält diese Differentialgleichung, wenn man F,(y, &) durch den Coeffieienten 
von y, falls derselbe von Null verschieden ist, dividirt, alsdann differentiirt 


und in diesem Falle, sowie, wenn der Coeffiecient von y in F, verschwindet, 


dı 6: 124 ic : A 
T —=z setzt. Bei einem einzigen normalen Ausdrucke ergiebt sich das 
(resagte aus der Natur der Integrale. In Bezug auf ein System werde die 


Behauptung an dem Schema von drei Bestandtheilen nachgewiesen: 


(6.) Sy 2)=y, lyı, D)=Yy, Sy, €). 
Aus diesem folgt 


1) AS D)=y, AslA'yı, D)=y, AsS;(Ar'y, ©), 


r—1 
dieser Üoeffieient gleich Null, der Coefficient der niedrigsten Ableitung. 
Sind die Coeffieienten der nullten Ableitung in allen Bestandtheilen von 


— [3 [3 — [ » .. dı [3 
(7.) gleich 1, so wird (7.) differentürt und ——- =z gesetzt; hierdurch er- 
4 ’ dx > 


wo A7' der Üoeffieient von y,_, in dem Ausdrucke S,(A-,y,_,, x), und wenn 


giebt sich 





dy d v _ dy, 
FR "7 de’ de A,S,(y, 2) = de ’ 
Se d ' 3007 dy', d a 
lc 4:8; (4; 'Yı, x) u ai ’ dx A,S; (4; 'y, x). 


( 


Ist aber von dem letzten Bestandtheile in (7.) an gerechnet der Coefficient 
einer nullten Ableitung gleich Null, so sind nur die dem bezüglichen Be- 


i 2. m Das 2. d 
standtheile vorhergehenden Bestandtheile in (7.) zu differentiiren und — = 


dx 
zu setzen, die übrigen Bestandtheile bleiben unverändert. In beiden Fällen 
wird das System gleich \ 
(9.) BT, &J)=3, BhT;a, =, BT;(a, &), 


wo die T normale Ausdrücke der Reihe nach mit den determinirenden 
Factoren der S, die B rational sind, wie aus der Beschaffenheit der Integrale 
hervorgeht, wenn die einzelnen Bestandtheile „leich Null gesetzt werden. 
Wird nun 

(BT,(B;z,, x) = U,(z,, ®), 

LBI'BE'T,(B,B;2}, x) = U,(}, «) 

gesetzt, so sind U,, U, normale Ausdrücke mit den determinirenden Factoren 
von bezüglich T,, T,. Das System (9.) wird gleich 


(10.) 
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(11.) T,@ &)=s, Us, =», B,B.B,U;(s, &), 
die verlangte Differentialgleichung daher 
(12.) T,@, &$)=3, Ud(s, &)=3, U;lz, ©)= 0. 


3. 
Die Darstellung der Integrale in der Umgebung der singulären Punkte. 
I. A. Es ist die Entwickelung des in Nr. 2 bei (3.) und (4.) definirten 
Integrals unter der Form Nr. 2 (5.) in dem Bezirke des Punktes 2 = a 
darzustellen. Zu dem Zwecke werden die Integrationen in Nr. 2 (3. 


successive vermittelst der bestimmten Integrale ausgedrückt, die in Abh. 


Bd. 96 Nr. 16 dieses Jeurnals angegeben sind. Man erhält dadurch die 
Grössen g(z—a) in Nr. 2 (5.) ausgedrückt durch eine Summe einer end- 
lichen Anzahl von bestimmten Integralen, und dieser Ausdruck gilt in einem 
Kreisringe um z=a als Mittelpunkt in dem Bezirke dieses Punktes. In 
Bezug auf diesen Ausdruck werde noch Folgendes bemerkt. An Stelle 
der Grösse O in PO=g in Nr. 2 (3.) steht ein einzelnes Integral der Ditfe- 
rentialgleichung für Q Nr. 2 (4.). Ein solches Integral O0 kann mit einem 
bereits ermittelten eonstanten Faetor multiplieirt sein, vgl. Nr. 5. Dieser 
constante Factor tritt aus dem Integrale Nr. 2 (3.) heraus, und es handelt 
sich also um die Entwickelung des übrig bleibenden Ausdruckes. 0 ist 
in dem allgemeinen in Nr. 1 I bezeichneten Falle selbst durch Anwendung 
der oben genannten bestimmten Integrale (Abh. Bd. 96 Nr. 16 dieses ‚Jour- 
nals) ausgedrückt. und es werden dann in Nr. 2 (3.) suecessive weiter diese 
bestimmten Integrale zum Ausdruck der Integralfunetionen angewandt. 

Nun handelt es sich darum, die Coefficienten in der Entwickelung von 
y(z—a) nach Potenzen von z—a mil positiven und negaliven ganzzahligen 
Exponenten, die in dem Bezirke von x —a gilt, darzustellen. 

Diese Coefficienten werden durch bestimmte Integrale gegeben, unter 
dem Integralzeichen steht der vorhin genannte Integralausdruck von p(z—a) 
vermittelst bestimmter Integrale. Dieser Integralausdruck zerfällt in eine 
Summe von Integralausdrücken in endlicher Anzahl; daher ist die Inte- 
gration, die auf einen Coeffieienten von p führt, über diese einzelnen Sum- 
manden zu erstrecken, und es sind die Resultate zu addiren. Um nun die 
Darstellung einer solehen Integration zu erhalten, wird folgendes Verfahren 
angewandt (siehe Abh. Bd. 96, Nr. 17 dieses Journals). Die sämmtlichen 
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(srössen unter den Integralzeichen werden unter die Gesammtheit der Inte- 
gralzeichen gestellt. Wird nun die Darstellung der Funetion P in Nr. 11. 
berücksichtigt, so ergiebt sich, dass unter der Gesammtheit der Integral- 
zeichen ein ganzer rationaler Ausdruck von Potenzreihen mit positiven ganz- 
zahligen Exponenten steht, in denen die Basis der Potenz von verschiedenen 
Variabeln oder auch von Constanten abhängig ist und zwar die Form a+bs hat, 
wo a und b Constanten sind, a oder b auch Null sein können, s ein Produet 


von Variabeln in endlieher Anzahl ® oder ® ' 


und ww, jede im ersten Grade, 
ist, und wo die Uonstanten a und b und die Coefficienten in diesen Potenz- 
reihen bekannte rationale Ausdrücke gegebener Constanten sind. Ausserdem 
kommt unter der Gesammtheit der Integralzeichen noch als Factor ein Pro- 
duet von Grössen vor, welches l. e. durch A bezeichnet ist, die aber bei den 
Integrationen wieder wegfallen. Nun wird die Grösse, welche unter der 
(sesammtheit der Integralzeichen steht, in eine einfach unendliche Reihe 
entwickelt, indem die einzelnen Reihen nach dem Schema für die Multipli- 
cation von unbedingt convergirenden Reihen, in denen alle Stellenzeiger 
positiv sind, mit einander multiplieirt werden. Die hierdurch erhaltene Reihe 
lässt sich in den einzelnen Gliedern integriren. Die Integrale sind solche 
über die Peripherie des Kreises um den Nullpunkt als Mittelpunkt mit dem 
Radius 1 und ergeben sich unmittelbar. Als Gesammtresultat für die Dar- 
stellung der Coeffieienten in der Entwiekelung von g(z—a) nach Potenzen 
von 2—a in dem Bezirke von zr=a erfolgt auf solche Weise dieses: 

Jeder dieser Coefficienten wird durch eine einfach unendliche Reihe von 
bekanntem Bildungsgesetze dargestellt, deren Glieder rationale Ausdrücke ge- 
gebener Constanten sind. 

B. Für diese Coefficienten erhält man nun in folgender Weise eine 
Iteceursionsformel, die eine constante Anzahl der Glieder linear und homogen 
enthält: 

Man kann für die Entwickelung Nr. 2 (5.) eine homogene lineare 
Ditferentialgleichung mit rationalen Coefficienten aufstellen, welcher dieselbe 
genügt. Aus zwei homogenen linearen Differentialgleichungen mit ratio- 
nalen Coeffieienten für y und z lässt sich eine solche, der das Product yz 
renügt, herleiten (siehe C.). Nun genügen die einzelnen Factoren von P 
soiehen Differentialgleichungen, und es giebt für die Function Q eine solche, 
daher auch für das Produet PQ. (Ebenso würde es sein, wenn mehrere 
Funetionen PQ zu einer Summe vereinigt werden (siehe Abh. Bd. 96 Nr. S 
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dieses Journals.)) In die erhaltene Differentialgleichung für PQ wird F,(y, x 
eingesetzt, so ergiebt sich eine homogene lineare Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 
1, welcher die Function Nr. 2 (3.), in welcher Q irgend ein Integral der 
Differentialgleichung für Q sein kann, daher die Entwiekelung Nr. 2 (5. 
genügt. 

Aus dieser Differentialgleichung kann man nun nach den allgemeinen 
Sätzen, die in Abh. Bd. 96 Nr. 15 dieses Journals entwickelt sind, eine 
solehe homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coetfieienten 
und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 herleiten, welcher 
/ 


die Funetionen (r—a)y(z—a) in Nr. 2 (5.) genügen, ohne dass man diese 
Funetionen bereits kennt. Für die Zahl 7 in einem solehen Ausdrucke wie 
Nr. 2 (5.), in welchem , auch Null sein darf, kann man hierbei eine Zahl 
nehmen gleich oder grösser als die Anzahl der Exponenten von z—a in 
den Grössen « und v, bis v, Nr. 2 (3.) und (4.), die sich von dem Expo- 
nenten r in v, nur um ganze Zahlen unterscheiden. 

Diese homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Üoet- 


bee) 


fieienten, welcher die Functionen (r—a)gy(z—a) in Nr. 2 (5.) genügen, 
liefert die gesuchte Kecursionsformel für die Coeffieienten der Entwiekelung 
‘siehe Abh. Bd. 96 Nr. 15 dieses Journals). 

C. Für die in B. gemachten Untersuchungen ist noch hinzuzufügen, 
dass man aus zwei homogenen linearen Diftferentialgleichungen mit ratio- 
nalen Coeffieienten für y und z bekanntlich eine solehe herleiten kann. der das 
Produet 93 genügt (siehe z. B. Besso in dem Jahrbuch über die Fortschritte 
der Mathematik Bd. XVI, Jahrgang 1854 S. 272). Dieses geschieht auf tol- 
sende Weise. Die Differentialgleichung für y sei mter, die für s »ter Ord- 
nung, ys=u. Die Differentialquotienten von # bis zur m»ten Ordnung 
werden vermittelst der Differentialgleichungen für y und 3 linear durch die 


d’y d’z 


mn Produete r=(, ... m—l. s=0,...n-—1) ausgedrückt. Steht 


U Zn 
in diesem System von mn+1 linearen Gleichungen Null auf einer Seite, so 
muss die Determinante des Gleichungssystems verschwinden. Dieses ist die 
gesuchte Differentialgleichung, falls diejenige Determinante, welche den Coet- 
fieienten von ie darstellt, nicht verschwindet. Verschwindet aber letztere 
Determinante, so kann man aus Unterdeterminanten derselben solche Fac- 


toren, die nieht alle versehwinden. bilden. dass, wenn man mit denselben 
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dy d’z 


die mn ersten Gleichungen multiplieirt und addirt, die Produete ee 


ausfallen, alsdann ist dieses die gesuchte Differentialgleichung. 

Il. A. Das in Nr. 2 bei (3.) und (4.) definirte Integral war unter der 
Form Nr. 2 (5.) ausgedrückt. 

Es soll nun die Entwickelung dieses Integrals in einem beliebigen 
Kreise C, der von singulären Punkten der Differentialgleichung Nr. 1 (2.) nur 
den Punkt a im Innern enthält, dargestellt werden. Auf der Peripherie dieses 
Kreises sei ein Punkt b angenommen, alsdann werde der Kreis durch eine 
rationale Substitution ersten Grades 2 = R(£) conform auf den Kreis in der 
<-Ebene um S=0 als Mittelpunkt mit dem Radius 1 abgebildet, so dass 
dem Punkte x = a der Punkt <=0, dem Punkte e=b der Punktö=1 ent- 
spricht (Vgl. Abh. Bd. 96 Nr. 20 dieses Journals). Diese Substitution ist, 
wenn ec der Mittelpunkt des Kreises ©: 


1—d. 
i-gste 
(1.) 2 = c+(b-e) Eu 
1—d' er 
d—cC ’ . D x . 
d=, ,„, d der eonjugirte Ausdruck von d. Nach den allgemeinen Aus- 
ar De 


drücken einer rationalen Substitution ersten Grades 


(2°) u wir 

yS+b 
Jr N (Bj N\/ ” a Ju, 
2) (GEH) yore) = dr, 
bad i öc— 
\ 2 S — 
” —yYca 


ergeben sich aus (1.), wenn a oder 5 durch x,, der entsprechende Werth 


0 bezüglieh 1 von S durch $, bezeichnet wird, die Ausdrücke 


Mn A&-$) 

3%) a rer Se nee 

(3°) (BE-S)+1)(-Bla—a,)+A) = A, 
(38 \ a c—rT, 

(9) u Ze "er Tr T 


Innerhalb des Kreises © sind nach Nr. 2 die Functionen p in dem Ausdrucke 

Nr. 2 (5.) des darzustellenden Integrales, abgesehen von 2 =a, einwerthige 

und stetige analytische Funetionen. Wird nun die Substitution (1.) ange- 

wandt, so geht daher der Ausdruck Nr. 2 (5.) über in einen Ausdruck 
(4) IUROERTKO)TTERREETROTT TS 
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wo die Grössen w($) in dem Kreise um <=0 als Mittelpunkt mit dem 
Radius 1, abgesehen von S=0, einwerthige und stetige analytische Func- 
tionen sind. Die Funetionen haben daher für das (rebiet dieses Kreises 
eine Entwickelung durch die Summe von zwei Potenzreihen nach Potenzen 
von $ mit positiven, bezüglich negativen ganzzahligen Exponenten. Die 
Coefficienten dieser Entwiekelung sind darzustellen (siehe B.). Wird alsdann 
in (4.) für S sein Ausdruck durch = (3.) 5, =0, 2,=a eingesetzt, so erhält 
man eine Entwickelung des Integrales Nr. 2 (3.), welche in dem Kreise Ü gilt. 

Man kann auch allein in die Funetionen g(z—a) in Nr. 2 (5.) die 
Substitution (1.) einführen und die hierdurch erhaltenen Functionen von = 
nach Potenzen von $ entwickeln für das Gebiet des Kreises um s=0 als 
Mittelpunkt mit dem Radius 1. Die Coefficienten der Entwiekelung wer- 
den auf dieselbe Weise wie vorhin (siehe B.) dargestellt. Wird dann für 
5 sein Ausdruck dureh z (3 7 eingesetzt, so erhält man den Ausdruck Nr. 2 
(D.) selbst in dem Kreise C entwickelt. 

B. Die Üoeffieienten in der Entwickelung der Grössen w(S) 4. 
nach Potenzen von £ sind auszudrücken, diese ÜCoeffiecienten werden durch 
bestimmte Integrale gegeben, welche darzustellen sind. 


> 


Es werde um r=z, (r,=a) als Mittelpunkt ein Kreis in dem Be- 


B., 
r-r)< 1 ıst. Diesem 


zirke von a so genommen, dass in (3°) Mod. --( i 
Kreise KA entspricht gemäss (3’.) ein von einem Kreise KA’ begrenztes (se- 
biet von S, innerhalb dessen $,= 0 liegt, sodass in diesem Gebiete B(S—:,)+1 
nicht verschwindet. Hieraus ergiebt sich, dass die Functionen w/s) (4.). 
indem man auf die Herleitung derselben aus dem Ausdruck Nr. 2 (5.) zurück- 
seht, in dem Gebiete AK, abgesehen von <= 0, einwerthige und stetige 
analytische Functionen sind. Das Integral, welches einen Üoeiticienten in 
der Entwickelung von w(£) ausdrückt, kann demnach über einen beliebigen 
Kreis um S=0 in K' erstreckt werden, und es wird über einen solchen 
Kreis genommen, der einem Kreise um r = a als Mittelpunkt in X entspricht. 
Alsdann wird statt $ wieder x als Integrationsvariable gemäss (3°.) genommen 
und über letzteren Kreis nach x integrirt. Zur Ausführung der Integration wird 
für g(2—a) der Ausdruck durch bestimmte Integrale I. A. zu Grunde gelegt. 
und der Integrationskreis zur Bestimmung der Uvefficienten in dem Entwicke- 
lungsgebiete sämmtlicher unter den Integralzeichen vorkommender Potenz- 
reihen angenommen. Nun tritt im übrigen die in I. A. angegebene Methode ein. 
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Man erhält jeden der gesuchten Coefficienten unter der Form einer ein- 
fach unendlichen Reihe von derselben Beschaffenheit, wie die in ]. A. für die 
Coeffieienten der Entwickelung von p(x—a) angegebene ist. (Vgl. Abh. Bd. 96 
Nr. 20 I. B.a und ausführlicher Abh. Bd. 95 Nr. 4 II. a dieses Journals.) 

Eine Recursionsformel für diese Coefficienten, die eine constante Anzahl 
der Glieder linear und homogen enthält, erhält man auf folgende Weise. Es 
war in I. B. eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coet- 
ficienten ermittelt, welcher das Integral Nr. 2 (3.) genügt. In diese ist für 
x dieselbe Substitution (1.) einzuführen, wodurch man eine Differentialglei- 
chung erhält, der der Ausdruck (4.) genügt. Alsdann ist, indem für r die- 
selbe Zahl wie in I. B. genommen wird, auf diese Differentialgleichung weiter 
das in Abh. Bd. 96 Nr. 15 dieses Journals beschriebene Verfahren anzu- 
wenden, wodurch man für jede der Funetionen Zw(£) eine homogene lineare 
Differentialgleichung mit rationalen Üoetficienten und dem Üoefficienten der 
höchsten Ableitung gleich 1 erhält, die die gesuchte Recursionsformel liefert. 
Werden nur die Grössen g(=—a) transformirt, wie am Schlusse von II. A. 
bemerkt ist, so erhält man eine hecursionsformel für die Coeffieienten, 
wenn man in die in I, B. ermittelte Differentialgleichung für die g(r—a) die 
Substitution (1.) einführt. 

Wenn in dem Integralausdrucke Nr. 2 (3.), (4.) alle Elemente « und »v 
reguläre Elementarintegrale sind und die Faetoren F(r) von Pin a endlich 
sind, so wird die Entwickelung von Nr. 2 (5.) die eines regulären Integrales. 
Diese Entwiekelung kann man aufstellen (vgl. Nr. S), die Substitution (3°. 
direct in dieselbe einführen und die Coefficienten bestimmen: eine keeur- 
sionsformel erhält man, wie vorhin angegeben. 

©. Die in B. gegebene Transformation der Ausdrücke der Integrale 
Nr. 2 (1.) und (3.), wodurch eine in dem Kreise © gültige Darstellung der 
Integrale erzielt wird, kommt in Anwendung, wenn die Uonstanten in den 
Substitutionen bei Uebergang von einem singulären Punkte zu einem anderen 
zu ermitteln sind (siehe Nr. 7). Es wird alsdann bei jedem der beiden Punkte 
ein Integralsystem aufgestellt, welches eine Darstellung hat, wie hier bei 
x = a (die von x abhängende Darstellung der Integrale in dem Kreise © ist. 
Man kann aber auch, wenn der erste Punkt der Punkt a und der zweite der 
Punkt 5 auf der Peripherie des Kreises C ist, ein und dieselbe Substitution 
(1.) in das Integralsvstem bei a und bei 5 einführen, so dass man die von 


< abhängenden Integrale in dem gemeinschattlichen Gebiete des Kreises um 
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<=0 als Mittelpunkt mit dem Radius 1 und eines Kreises um {=1 be- 
trachtet. Der Kreis € kann dabei auch so gewählt werden. dass ausser dem 





‘singulären oder nicht singulären) Punkte 5b kein singulärer Punkt auf deı 
Peripherie liegt, und diese Bestimmung wird, wenn bei «a und 5 nur reguläre 
Integrale vorkommen, aus Gründen der Convergenz der zu redueirenden Aus- 
drieke der Constanten zetrofien {ve]l. Abh. Bd. 96 3. 260, Bd. 100 8. 172. 177 


‘ ’ Die bei dem Punkte h aufreste llten Interrale 


ge 
dieses Journals: siehe Nr. e 
sind von der Form Nr. 2 5.) worin 5 statt a steht. Führt man nun hier 
die Substitution (1.) oder (3.) für #»,=b, ©=1ein. so erhält man durch die- 


4 selben Betrachtungen wie bei (4.) einen Ausdruck 


7 Je s—l I; E—] — /: <—] Io@ e—] 2 7 —1 ior(£ ] 
3 wo die Grössen y einwerthire und stetige analvtische Funetionen siı 
£ einem Kreise um <=1 als Mittelpunkt. aka von ®=1. der durch 


den nächsten der Punkte = hindurchgeht. welehe den in Nr. 1 II. fx 
singulären Punkten z, inc. e=x entsprechen. Für das (Gebiet dieses 
Kreises sind die Funetionen Y also nach Potenzen von S—] TIWICK 
Die Coefficienten in diesen Entwiekelunzen werden auf dieselbe Weise dar- 


gestellt, wie in B. angegeben ist. 


I. Es handelt sich darum. die Funetionen g/r—a) in Nr. 
3 nach I. A. der vorigen Nummer durch eine Summe von bestimmten Inte- 
; gralen ausgedrückt sind, für das Gebiet eines Kreisringes um den sing 
3 lären Punkt r=a als Mittelpunkt in dem Bezirke dieses Punktes be- 
4 rechnen. und ebenso eine beliebire sanze rationale Funetio: er |] 
i Nr.2 (1.) und /3.). deren Ausdrücke die Form Nr. 2 5.) ha} 
j Ableitungen. Ferner ist für das bestimmte Integral. welches einen Üoef- 
fieienten der Entwickelunz von g/r—a) darstellt (Nr. 3 I. A.). der Wertl 
4 mit vorgeschriebener Annäherung zu- ermitteln, und es ist in der Reihe ra- 
tionaler Ausdrücke gerebener Constanten. welche einen solchen Coefhci 
: ten darstellt, ein Stellenzeiger anzugeben. von welchem an der Rest diese: 
3 Reihe kleiner als eine vorreschriebene Grösse ist. 
3 Eine solche Berechnung BR nach den (srundsätzen. 
Abh. Bd. 96 Nr. 18 dieses Journals angegeben sind, und beruht darauf, dass 
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jede Reihe S, durch welche eine der Grössen unter den Integralzeichen 
entwickelt ist, in zwei Theile zerlegt wird, S=S’+S”, wo S’ eine ganze 
rationale Funetion von z—a oder (e—-a)"' (r—a bezüglich (e—a)"' noch 
mit anderen Variabeln multiplieirt) ist, wobei statt —a auch eine Constante 
stehen kann, mit Coefficienten, die rational durch gegebene Öonstanten aus- 
redrückt sind, und wo Mod. S<M, Mod. s"< e, & hinreichend klein ge- 
wählt ist, und Mod. S' <= M-+e. Da die Reihen S Potenzreihen sind, so kann 
die Zerlegung S’+S” ermittelt werden, wenn M bekannt ist. Wenn man 
nun weiter auf das in Abh. Bd. 96 Nr. 185 dieses Journals Gesagte Bezug 
nimmt, so ergiebt sich, dass hier übrig bleibt, bei jedem Factor von P ge- 
mäss der in Nr. 1 I. vorausgesetzten Eigenschaft desselben zu zeigen, wie 
sich ein Werth gleich oder grösser als der Modul der in Nr. 1 I. als @(w) 
bezeichneten Funetion in einem beliebigen Kreise finden lässt. 


r 5 . Y/ nd ‘ ’ r . 
Wenn bei der Potenzreihe @(w) = NYe,w' auf dem Kreise um den 


(0) 


Nullpunkt als Mittelpunkt mit dem Radius R der Modul — M ist, so ist 
M WR RR s . rn 
Mod. ce, — ,,, daher ist in dem Kreise mit dem Radius R'<R 
R 
v ee 5 
Mod. (2 c,w' M 5 


Der Kreis mit dem Radius ? gehe durch keinen singulären Punkt der Diffe- 
rentialgleichung, welcher die Reihe genügt. Diese singulären Punkte können 
für diese Untersuchung beliebige sein, nur der Nullpunkt soll regulär sein. 
Nun kann man in dem Gebiete eines Kreises innerhalb des Bezirkes eines 
'singulären oder nichtsingulären) regulären Punktes für eine in diesem Punkte 
endliche Potenzreihe, welche der Differentialgleichung genügt, und für ihre 
Ableitungen Werthe, welche die Moduln dieser Grössen übertreffen, nach Abh. 
Bd. 91 Nr. 3 I. und II. ermitteln. Man gehe nun von der bekannten Ent- 
wiekelung bei dem Nullpunkte in dem Bezirke dieses Punktes aus, der der 
Voraussetzung nach regulärer Punkt der Differentialgleichung ist, und ent- 
wickele successive bei nichtsingulären Punkten x, dieser Differentialglei- 
ehung, deren Ordnung o sei, ein Integralsystem y, bis y,, so dass 


dys d=y,  d’y, day) N day, 


>. De | =] AÜ=1,...0), 
de’: d.r‘ dr’! a ’ | de’! : 


'y. 
ıYi> 


. 


dx 


2% 


durch welches man jedesmal die bei dem vorhergehenden Punkte entwickel- 


ten Integrale ausdrückt. Dann kann man durch eine endliche Anzahl von 





r r r E ” r R: ib RER BER NER TREE 09 a ER can 
TS ME, PER RENT ERS TINTE. Aha band PR au nn lie ale Ka ni a ae EN ENTER BEER END Hear RR NEL 

















Thome, über nichthomogene lineare Differentialgleichungen. 69 


Kreisen hindurchgehend für den vorgelegten Kreis eine Grösse M finden, 
welehe den Modul der Reihe auf diesem Kreise übertrifft. 

II. Nachdem die Integrale Nr. 2 (1.) und (5.) in einem Kreisringe 
um einen singulären Punkt z=a als Mittelpunkt mit vorgeschriebener An- 
näherung berechnet sind, und ebenso ihre Ableitungen bis zur (m—1)ten 
Ordnung, ist zum Zwecke der Berechnung des Resultates der Fortsetzung 
der Integrale zu zeigen, wie diese Integrale dureh ein Integralsystem bei 
einem nichtsingulären Punkte dieses Kreisringes ausgedrückt und die Con- 
stanten berechnet werden und umgekehrt, ferner wie ein bei einem nicht- 
singulären Punkte entwickeltes Integralsystem durch ein solches bei einem 
anderen nichtsingulären Punkte auszudrücken und die Constanten zu be- 
rechnen sind. 

Um ein Integral Y, von F,(y. x) = q durch ein bei einem niehtsingu- 
lären Punkte entwickeltes Integralsystem auszudrücken, welches aus der 
Summe besteht Integral Y,, zu welchem ein System von Integralen von 
F,= 0, mit Constanten multiplieirt, addirt ist, wird Y,—Y, durch dieses Inte- 
sralsystem von F,=0 dargestellt (vgl. Nr. 7 (1.)), entsprechend bei der um- 
cekehrten Aufgabe. Die bezügliche Gleichung wird (m—1)-mal differentiirt 
und das Gleichungssystem nach den Constanten aufgelöst. Die Determi- 
nante des erhaltenen Gleichungssystems ist bekannt. Der constante Faetor 
in dieser Determinante geht bei einem singulären Punkte aus dem Ausdruck 
der Determinante wu, ,...u, hervor. Es sind demnach die Werthe der ein- 
schenden Integrale und ihrer Ableitungen in diesem nichtsingulären Punkte 
mit vorgeschriebener Annäherung zu bestimmen. 

Bei dem nichtsingulären Punkte x = r, der Differentialgleichung 
F,y,2)=PVO zerfällt PQ in eine Summe Z,+--+ZL,, und jeder Summand 7 
besteht aus einem Product 4 von eonstanten Factoren, die aus der Darstellung 
von P (siehe Nr. 1) und von Q herrühren, deren Werthe mit beliebiger An- 
näherung bereits ermittelt sind (I.), und einer Potenzreihe mit positiven Ex- 
ponenten, deren Üoefficienten rationale Ausdrücke gegebener Uonstanten 


. . . . T z \y . . . 
sind. Diese Potenzreihe sei Ik (2—x,). Es werden nun alle im End- 


T 
liehen liegenden singulären Punkte der Differentialgleichungen für die ein- 
zelnen Factoren von P (siehe Nr. 1), der Difterentialgleichung für Q und 
von F,=0 fixirt, und der Kreis um x, als Mittelpunkt durch den nächsten 
dieser Punkte sei durch «@ bezeichnet. Dann convergirt die Potenzreihe 
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I 


bu . . \® . * y . 
Ik,(2—x,)' wenigstens in e. Die Differentialgleichung F,(y, x) = Ik,(2—r,)' 
7 0 


. . * T “ ” [3 . . 
wird nun durch eine Reihe Ye,(2—x,)' befriedigt, die in «@ convergirt, 


0 
in welcher die ce, rationale Ausdrücke gegebener Constanten sind, daher 
» - en . . y . % ee y® 
die Differentialgleichung F,= 4 X%k(2—x,)' durch A Ne,(2—x,)‘. Die den 
0 0 


s Summanden Z,(a=1,...s) entsprechenden s Reihen 4 IA, (2— x)‘ seien zu 


0 


. . T. ] \ D . D - 7 2 
einer Reihe IA, (2 —x,)' zusammengefasst, ebenso die s Reihen 4 Fe, (2—- ,)' 
0 


m 
zu einer Reihe Ic,(2— 2)‘; diese beiden Reihen convergiren im Bezirke 
von z, bei F,=PV0. 

Die beliebig angenäherte Berechnung des bei einem nichtsingulären 
Punkte x, entwickelten Integrales Y= Fe/(re—x,)' und seiner Ableitungen 

T 

in diesem Punkte x, ist jetzt bekannt. Es bleibt daher noch übrig, 
die Berechnung eines solchen Integrales Y und seiner Ableitungen in 
einem beliebigen Punkte x, entweder des Kreises « oder des Bezirkes 
von 2, bei F,= PQ zu geben. Es genügt das Letztere, bei « kann 
man direet dieselbe Methode anwenden. Zu dem Zwecke ist nur noch 
in Bezug auf die Entwickelung des Integrales Y in dem Bezirke von x, 
Se, (2—2,)' zu zeigen, wie man einen Werth gleich oder grösser, als der 
Modul dieser Reihe ist, in einem Kreise um x, als Mittelpunkt findet, dessen 
adius kleiner als der des Bezirkes von x, ist. AR, sei ein solcher Radius, 
und in Bezug auf die Coefficienten p in F, und die oben genannte Reihe 


NK 2—x,)' sei NM — Mod. p, HM Mod. (Sk\(2—x.)') für Werthe z auf dem 


I\reise mit dem Radius A. M ist unmittelbar bekannt, M’ ergiebt sich da- 
durch. dass für die Faetoren von P in Nr. 4 I. eine M entsprechende Grösse 
bestimmt ist, und eine solche Grösse für die Entwickelung von Q aus den 
in Abh. Bd. 96 Nr. 18 und 20 dieses Journals gemachten Angaben bekannt 
wird. Der grösste der beiden Werthe M und M’ sei durch M, bezeichnet, und 
es sei M, ein positiver Werth > M.Ri(s=0,...m—1l). Es ergiebt sich nun 
in Bezug auf die Reihe Se,(@—x,)‘, indem man die in Abh. Bd. 91 Nr. 3 
7 


Il. dieses Journals angegebene Methode mit einer alsbald zu erkennenden 
Abänderung anwendet, dass in dem Kreise um «x, als Mittelpunkt mit einem 
Radius R u R, 
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M.R 
—) 
F. 2 \ u n R ’ ; 
Mod. (Se (2—x,)‘)- (gu 1)(1- R 


ist, wo 0<y<Z]1 ist und g, aus Formel (31.) l. e. hervorgeht, wenn dort 
statt 9%, gesetzt wird B,+C. 


.). 
Die Fortsetzung der Integrale. 

l. Es sei, wie in Nr. 1 II. gesagt, durch die sämmtlichen dort be- 
zeichneten singulären Punkte (x = x inel.) eine in sich zurücklaufende 
Linie L gezogen. Die längs dieser Linie aufeinander folgenden singulären 
Punkte seien durch a,(2z = 1, ... 4) bezeichnet. In jedem der beiden von dieser 
Linie begrenzten (rebiete der x-Ebene verläuft ein Integral der Differential- 
sleichung F,(y, x) = PQ einwerthig. P war eine einwerthige Function, ( 
sei zunächst das Produet 00, wo 0’ = (r—a,)'...(r—a,)', 0° eine alge- 
braische Funetion. 

Eines der beiden Gebiete der r-Ebene E, sei fixirt. Die » Zweige 
der »-werthigen algebraischen Funetion Q”, von denen jeder also in E, ein- 
werthig ist, seien durch s, bis s, bezeichnet, und es sei in E, ein Zweig q 
der Function Q’ angenommen, von diesem unterscheiden sieh die übrigen 
um eonstante Factoren. 

Bei einem Umgange um einen singulären Punkt a, (in positiver, ent- 
sprechend in negativer Riehtung) geht ein Zweig s, über ins, qg in yq. 
Bei dem Uebergange von dem singulären Punkte a, zu a,;,, in E, bleiben s 
und q° einwerthig (die Ermittelung des Ausdruckes von s, bei a,., geschieht 
nach den Angaben in Abh. Bd. 104 Nr. 9 dieses Journals. 

“in Integral der Differentialgleichung F,(y. x) = Pgs,. welches in 
dem Bezirke von a, dargestellt ist, sei in E, fixirt in Bezug auf den Werth 
des log(z—a,) und der vorkommenden Grössen (2—a,) und sei durch J\ 
bezeichnet. Sodann sei ein in dem Bezirke von a, entwiekeltes Integral- 
system von F,(y. 2) = 0, y( bis y(”,-in E, fixirt. 


z 


jei dem Umgange um z=a, geht JO über in Jr Ic’ y”, 


Bei dem Uebergange von a, zu a,,, in E, geht J\ über in JU "+ Et. 


entsprechend bei dem Uebergange von a, zu a, ,. Diese Substitutionen 
seien durch (H) bezeichnet. 
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g“ m 
Bei demselben Umgange um z=a, geht y\” über in Re bei 


b=m 
dem Uebergange von a, zu a,,, in E, geht y\” über in 2 hr ya, ent- 


sprechend bei dem Uebergange von a, zu a, , Diese Substitutionen seien 
dureh (K) bezeichnet. 

Um die Fortsetzung eines Integrales von einem singulären Punkte 
aus auf irgend einem Wege zu einem anderen singulären Punkte hin zu be- 
werkstelligen, wird dieser Weg auf einen solchen redueirt, der längs der 
Linie 4 verläuft und singuläre Punkte umgeht, und das Resultat durch Zu- 
sammensetzen von Substitutionen (H) und (K) erhalten. 

il. Um die Constanten in den Substitutionen (H) in I. zu ermitteln, 
müssen die Integrale J9(z=1,...4) aufgestellt werden. Die lineare Diffe- 
ventialgleichung für die algebraische Funetion Q” sei g-ter Ordnung. & Inte- 
grale derselben bei a, in E, fixirt seien g° bis g,”, aus diesen setzt sich 





der Zweig s, linear mit constanten Coeffieienten zusammen. An Stelle der 
Grösse Q in der Differentialgleichung F,(Wy, x) = PQ tritt dann zunächst 


ga bis qq”. Es möge nun allgemein Q eine bestimmte Funetion sein 
von der Art, dass sie einer in Nr. 1 ]. bezeichneten homogenen linearen 


Ditferentialgleichung genügt. Das Ditterentialgleichung sei g-ter Ordnung, 
und es sei bei jedem der Punkte a,(2=1,...i) ein in dem Bezirke von a, 
entwickeltes Integralsystem derselben g” bis g{” in “ Axirt, 

Bei einem Umgange um a, geht g|” über in Ss OD , bei dem 

N b=1 

Uebergange von a, zu a,,, In E, geht g\* über in zii >, entsprechend 
bei dem Uebergange von a, zu a,_.. 

Ein Integral der Differentialgleichung F,(y, x) = Pg\”, welches in 


lem Bezirke von a, entwickelt ist, sei in E, fixirt und durch 8 heieichnet. 


b=p ( 
Bei demselben Umgange um a, geht S{ über in & kKOSYL 5 m ye 
D==3 — 


und durch Uebergang von a, zu a,,, in E, geht S“ über in 


x LH } IS +Z "all Fall 
entsprechend bei dem ERERT von a, ZU 4, ,„ Diese Substitutionen 
seien durch (L) bezeichnet. 

Es sei nun Q gleich ee H++A,g,’ und ein Integral von F,@y,x)=PQ 


sei A,S{ 4. +4 8’ 4-Buyi”’ + +B,y, wo die A und B irgend welche 
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Constanten sein können, so hat man, um die Fortsetzung dieses Integrales 


zu bewerkstelligen, die Fortsetzung der einzelnen Integrale 8)”, ... 8”, 
(0) 


3,10) 4 
Yı core Yan 
wendung der Substitutionen (K) und (1). 


vorzunehmen, und diese Fortsetzung ergiebt sich unter An- 


Wenn nun dieser Ausdruck Q mit dem Ausdruck für gqs,(e = 1....n 


zusammenfällt, wo s, ein Zweig der algebraischen Funetion O7, so ergeben 


sich durch Anwendung der Substitutionen (L) die Substitutionen (HD). 

Wie die Substitutionen (Z) zu ermitteln sind, wird in Nr. 6 und 7 
gezeigt. 

(zeht man bei der Fortsetzung von einem bei einem niehtsingulären 
Punkte entwickelten Integralsysteme aus oder kommt darauf zurück. so ist 
dasselbe durch ein Integralsystem, welches für die Umgebung eines singu- 
lären Punktes nach Nr. 3 dargestellt ist. auszudrücken, bezüglich umgekehrt 


(siehe Nr. 7). 


b. 
Bestimmune der Substitutionseonstanten bei Fortsetzune der Inteeral: 


a FR 6 ), I 
sin@tuiaren ] INKL. 


Die Constanten, die zu bestimmen sind, waren in Il. der vorigen Num- 


mer angegeben. Wenn die dort durch q\” bezeichnete Grösse die Funetion 


BE 


qq war, so hat dieselbe eine Entwiekelung der Form (r—a,) Ne, (r— a, 


und geht bei dem Umgange um r=a, (in positiver Richtung) in e’’"q\ 
über. Man hat nun, wenn g\” in den Ausdruck Nr. 2 (3.) für q eingesetzt 


wird, wodurch das Integral S{ hervorgeht, indem bei den Integrationen 


jedesmal das eonstante Glied annullirt wird, um den Umgang um z =a, zu 


vollziehen, auf diesen Ausdruck das Verfahren anzuwenden, welches in Abh. 
Bd. 96 Nr. 19 dieses Journals angegeben ist. Kommen in den normalen 
Klementarintegralen « in Nr. 2 (1.) Exponenten vor, die sich von r nur um 
ganze Zahlen unterscheiden, etwa in «, bis «, , und werden die aus Nr. 2 
(1.) hervorgehenden Integrale dureh Y,(a=1.... m) bezeichnet, so geht 8 
über in e""S®+e,Y,+"-+c,Y,.. Die Constanten e, bis ec, werden, wie 


f Ou 
in Abh. Bd. 96 Nr. 19 dieses Journals angegeben ist, bestimmt und können 
nach Nr. 4 I. beliebig angenähert berechnet werden. Wenn ein anderes 
Integralsystem von F,(y, @)=0 beir=a, in E, entwickelt ist, yI’(a=1.... m). 
so sind noch «die Integrale Y, durch letztere Integrale auszudrücken. Dieses 
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reschieht, wie Abh. Bd. 96 Nr. 22 1. A. b., B. b. dieses Journals ge- 
zeigt Ist. 

Wenn die Grössen g*”(a=1,...o) Integrale der allgemeinen in Nr. 1 
bezeichneten Differentialgleichung unter der Form Nr. 2 (4.) sind, und g‘” 


N 
b=o 

hei dem Umgange um z=a in X %kY%)g” übergeht, so werden zunächst die 
bl 


Constanten 4% gemäss den Angaben in Abh. Bd. 96 Nr. 19 und 22 1. A. b. 
und B. b. dieses Journals dargestellt. Nun wird in dem Integralausdruck 
Nr. 2 (3), wo g\” an Stelle von g steht, durch welchen S\ gegeben wird, 
der Umgang nach dem Verfahren Bd. 96 Nr. 19 dieses Journals vollzogen. 
Das in dem Resultate stehende Integral der Difterentialgleichung F, = q. 
nachdem die Integrale, welche F,=0 genügen, weggelassen sind, ist dem 
Werthe nach gleich zus, da bei den suecessiven Integrationen die 
Constante annullirt wird. Dadurch erhält man das Resultat des Um- 
ganges des Integrales S\” ausgedrückt durch SOSO Le, Y.+"+e,Y 


h 1 0 dA ? 


und die Constanten e ermittelt. Dann sind noch die Integrale Y, durch das 


bei e=a, in E, angenommene Integralsystem von F,= 0 auszudrücken. 


l. 
Bestimmung der Substitutionsconstanten bei Fortsetzung der Integrale durch Uebergang von einem 
singulären Punkt zu einem anderen. 

Nach den Angaben von Nr. 5 II. geht die Grösse g(” bei dem Ueber- 
gange von a, zu a,,, inE, über in Zigrge und das Integral S;” in 
SIEDSEADL Std ylerD, Die Constanten /%*" seien bereits bestimmt 
D=] or 
siehe Abh. Bd. 96 Nr. 20 dieses Journals und das hier Folgende). Es 
bleiben dann die Constanten »'** zu’ bestimmen. In dem Falle Nr.5 1. 
kennt man direet die Integrale J und J\*, die sich auf die Differential- 
eleichung F,= g, in welcher ein und derselbe Zweig s, der algebraischen 
Funetion vorkommt, beziehen, und hat dann noch die Constanten d\**" in 
derselben Weise wie die n'”*" zu bestimmen. 

Es sei nun nach Nr. 3 1I. vermittelst einer rationalen Substitution 
ersten Grades x = R($) das Integral S’ in einem Kreise der x-Ebene, der 
von singulären Punkten nur a, im Innern enthält, dargestellt, und ebenso 
seien die Integrale S,*', y\*' vermittelst einer zweiten rationalen Sub- 
stitution ersten Grades e=R;,(S,) in einem zweiten Kreise der .- Ebene 
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ausgedrückt, innerhalb dessen nur der eine singuläre Punkt a,,, liegt. Von 
den beiden Kreisen werde angenommen, dass sie ein gemeinschatftliches 
(sebiet haben. Das Stück der Linie ZL (Nr. 5) zwischen den Punkten «a, 
und a,,, oder eine Linie 2, welche dieses Stück vertreten kann, so dass 
innerhalb des Gebietes zwischen Z und 2 kein singulärer Punkt liegt, zehe 
durch das gemeinschaftliche Gebiet der beiden Kreise. In diesem We- 
biete gilt dann die Gleichung 
(1.) Ssa_ yrtm ser a x EERERNT, 
| 1 1 

Durch (m—1)-malige Ditferentiation derselben nach z ergiebt sich ein System 
von m linearen Gleichungen, aus welchen die Constanten »'*'" dureh Aut- 
lösung bei einem nichtsingulären Punkte bestimmt werden. Wenn die Inte 
orale yı° 


bis 7’? von F,@, x) =0 aus den Ausdrücken Nr. 2 (1.) heı 
vorgehen, in denen alsdann bei den suecessiven Integrationen noch Inte- 
grationsconstanten zugefügt werden können, so ist die Determinante des 


Gleichungssystemes immer u,4,...«,. Hieraus ergiebt sich der eonstante 


Factor in der Darstellung dieser Determinante ce’”” als rationaler Aus- 
druck gegebener Uonstanten. Falls es nieht zwei Kreise der vorhin genann- 
ten Beschaffenheit giebt, so sind nichtsinguläre Punkte zwischen a, und «a, 
so zu wählen, dass bei je zwei aufeinanderfolgenden Punkten dasselbe Ver- 
fahren angewandt werden kann. 

Wenn a,,, auf der Peripherie eines Kreises liegt, in dessen Innern 
von singulären Punkten nur a, sich findet, und die oben bezeichnete Linie X 
in diesem Kreise liest, so kann ein und dieselbe rationale Substitution ersten 
Grades angewandt werden, nämlich diejenige x = R(£), durch welche dieser 
Kreis conform auf den Kreis in der S-Ebene mit<=0 als Mittelpunkt und 
dem Radius 1 abgebildet wird, so dass dem Punkte a, der Punkt = 0, dem 
Punkte a,,, der Punkt <= 1 entspricht. In Nr. 3 II. ist die Darstellung 
des Integrales S\” in dem Gebiet dieses Kreises gegeben und ebenso die 
Darstellung der Integrale Sj”*" und y“*" in einem Kreise um s=1 als 
Mittelpunkt, dessen Gebiet dort bezeichnet ist. In dem gemeinsehaftlichen 
(rebiete beider Kreise besteht die Gleichung (1.). Durch (m —1)-malige Ditte- 


rentiation derselben nach 5 ergiebt sich dann ein Gleichungssystem, dessen 


N \ i d.r 
eterminante aus dem Product der obigen ‘Determinante und ( m: ) 
(d- 


besteht. Aus diesem Gleichungssysteme sind nun die Constanten =”) zu 
10 * 
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bestimmen. Es möge dieser Kreis, in dessen Innern kein anderer singulärer 
Punkt als «a, liegt, und auf dessen Peripherie «,,, sich findet und der die 
linie X enthält, zugleich so beschaffen sein, dass ausser a,,, kein anderer 
singulärer Punkt auf der Peripherie liegt. Wenn nun bei jedem der beiden 
singulären Punkte die Integrale von F,(y, 2) =0 und der Differentialglei- 
ehung für Q regulär sind und die Grösse P in F,(y, x) = PQ sieh dort wie 
ein reguläres Integral verhält, so werden die Integrale S auch regulär. 
Alsdann treten, nachdem die Substitution ze = R(£) angewandt ist, solche 
Reduetionen in den Ausdrücken der Constanten /%'” und n*" ein, wie 
in dem entsprechenden Falle bei homogenen linearen Differentialgleichungen 
Abh. Bd. 96 Nr. 20 I. ©. dieses Journals), was in derselben Weise, wie in 
Abh. Bd. 87 dieses Journals für homogene Differentialgleichungen gezeigt 
ist (vel. Abh. Bd. 100 dieses Journals), bewiesen wird. (Es möge noch 
bemerkt werden, dass Bd. 87 S. 245 die Reihe $,($) in den Coeffieienten nicht 
die Grösse nö neben den anderen dort genannten Grössen enthält, sobald 
in den Integralen kein Logarithmus vorkommt). Bei Herleitung des redu- 
eirten Ausdruckes für »'*" werden die /%* zunächst als unbekannte Con- 
stanten behandelt, alsdann können für diese Grössen /%*"P nach dem |. e. 
Nr. 4 angegebenen Verfahren solche Potenzreihen von S eingesetzt werden, 
dass der weggelassene 'T'heil mit einer hinreichend hohen Potenz von S—1 
anfängt. Dazu ist dort in Nr. 4 statt (6.) direet (3.) zu benutzen, wo die 
Division mit der Grösse D ausgeführt wird, und bei (9.) die Grösse 5’ nach 
Potenzen von S—1 zu entwickeln und mit einer passenden Potenz abzu- 
brechen, im übrigen bleibt das dort angegebene Verfahren. Und schliess- 
lich werden in dem Gesammtausdrucke die Potenzreihen von & dureh Multi- 
plication und Addition in eine zusammengezogen, welche für S= 1 eonver- 
eirt und die Uonstanten »\**" darstellt. 

Die beliebig angenäherte Berechnung der Constanten X, n\“*? ge- 
sehieht nach den Angaben von Nr. 4 II. 


N, 
Das Vorkommen des Logarithmus in den Entwickelungen der Inteerale in der Umgebung der 


singulären Punkte. 
Diese Discussion über das Vorkommen des Logarithmus knüpft an 
den Ausdruck des Integrals von F,(y, 2) =q Nr. 2 (3.) 


1. u, /daeu'u, f... /dxu,',u, /u,'gqde 
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an und wird in derselben Weise vorgenommen, wie bei den Integralen von 
F,(y, 2) =0 nach Abh. Bd. 96 Nr. 22 dieses Journals. Die Entwickelung 
der Grösse g enthalte selbst keinen Logarithmus, q ist von der Form 
(e-a)w(z—a), wo w bei r=a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig 
und stetig ist; die Integrationsconstanten werden bei den suceessiven Inte- 
erationen annullirt. 

Kommt in den « ein Exponent, der sich von r nur um eine ganze 
Zahl unterscheidet, nicht vor, so enthält die Entwiekelung von (1.) keinen 
Logarithmus. 

Wenn jedoch in den « ein solcher Exponent vorkommt, so ist fol- 
sendes Verfahren anzuwenden. Die Grösse g= PO in (1.) erhält folgen- 
den Ausdruck. Für Q tritt der Ausdruck dureh ein System normaler Ele- 
mentarintegrale 


(2.) v, [dev,'v,... [v'v,de 


ein, in dem Falle O0=0'0” in Nr. 2 ist s=1 und v, ein reguläres Ele- 
mentarintegral. P hat bei einem Punkte, in welchem die Factoren von P 
endlich bleiben, die Darstellung durch eine Summe von Produeten eines 
eonstanten Faetors und einer Potenzreihe mit positiven Exponenten, deren 
Coefficienten rationale Ausdrücke gegebener Uonstanten sind (vgl. Nr. 4 11.). 
Alsdann sind diese einzelnen Potenzreihen P, mit Q multiplieirt an Stelle 
von q zu setzen, der eonstante Factor tritt aus dem Integrale heraus. Bei 
einem Punkt, in welchem keiner der Factoren von P in unendlich hoher 
Ordnung unendlich wird, tritt eine Darstellung von P von der Form ein, 
in welcher zu den Potenzreihen im vorigen Falle noch ein Factor (r—a 
hinzutritt, wo oe ganzzahlig positiv oder negativ ist; dieses Produet werde 
auch durch P, bezeichnet. 
Nun werde der Ausdruck aufgestellt 


a) ’h; ‚dr u A W S.faru Pr, (dev, ml. /v ıv.de, 


wo an Stelle von P eine der Potenzreihen P, steht, oder P habe selbst den 
Ausdruck eines normalen Elementarintegrales, und die Coetfieienten seien 


rationale Ausdrücke gegebener Constanten. 


e, a=0() oder Fc_(z-a 


1 


sei der Exponentialfactor in dem normalen Elementarintegral «.,,. Es mögen 
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die Prodnuete vv, bis v,'v, keinen Exponentialfactor enthalten, Pr, den- 
selben wie nu,, u, , bis «.,,. so dass, wenn nicht «.,., = u, ist, u, (em 
einen anderen enthält und die Exponenten in «,, «,_, bis «, sollen sich von 
r in v, nicht um ganze Zahlen unterscheiden. Der Ausdruck (1.) enthält 
dann gemäss der Benennung in Abh. Bd. 96 Nr. 22 dieses Journals den 
I,xponenten r in q einstellig. 

Der Ausdruck (3.) hat nun die Entwickelung eines regulären Inte- 
srales; man kann dieselbe aufstellen (bei den Integrationen wird jedesmal 
das eonstante Glied annullirt) und aus derselben ersehen, welches die höchste 
Potenz des Logarithmus ist. Jlierzu werde Folgendes bemerkt. Bei Aus- 
führung jeder Integration geht ein Ausdruck, der zu dem Exponenten « ge- 
hört, in einen solehen über, der zu @+1 gehört, und es bleibt die Anzahl 
der bekannten Glieder in jedem Faetor einer Logarithmenpotenz (die An- 
zahl, welche für diese Faetoren übereinstimmend ist), welche Glieder in dem 
"aetor der höchsten Potenz des Logarithmus nicht alle verschwinden sollen, 
constant, wofern, wenn «@ eine negative ganze Zahl ist, jene Anzahl wenig- 
stens gleich —e ist. Man kann nun direet die Exponenten, zu welchen 
die suceessive auftretenden Entwiekelungen vehören, bestimmen, und hier- 
aus ersehen, welches der höchste positive ganzzahlige Exponent von (r—a) 
in «diesen suceessiven Entwiekelungen ist. Dieser Exponent giebt die An- 
zahl der zu entwiekelnden Glieder in der unter jedem Integralzeichen in 


1 ec - . 
vr, bis 4 N mir 3 an. 


* 


>.) vorkommenden Reihe v 
Die höchste Potenz des Logarithmus in (3.) bleibt nun die höchste 
Potenz «des Logarithmus in (1.). Dasselbe gilt in Bezug auf diejenigen 


lintwiekelungen 
(4.) 0 u fdrue,, JS... [deu; bt, (a=c+, ...m), 


die den Exponenten r in dem letzten Bestandtheile «, enthalten. 

Man kann also auf diese Weise, wenn die gemachten Voraussetzun- 
ven erfüllt sind, erkennen, ob die Integrale mit dem Exponenten r in der 
Iintwiekelung von Logarithmen frei sind. 

Wenn aber der Ausdruck (1.) den Exponenten r aus q nicht ein- 
stelliv enthält, so kann man zusehen, ob der Differentialausdruck F,,(y, x) 
sieh dureh ein solches System normaler Differentialausdrücke darstellen 


lässt, aus welchem ein Ausdruck (1.) hervorgeht, der den Exponenten r 


aus q einstelliv enthält. wodureh man zur Untersuehune, ob die Entwieke- 
/ = a 











EEE Re 










Thome, über nichthomogene lineare Differentialgleichungen. 79 


lungen der Integrale mit dem Exponenten r von Logarithmen frei sind, aut 
das Vorige zurückkommt. Die Untersuchung, ob der Differentialausdruck 
F,(y, x) einer solchen Darstellung fähig ist, geschieht nach den Angaben 


in Abh. Bd. 96 Nr. 22 I. B. dieses Journals. 


Zu verbessern in früheren Abhandlunseen des Verfassers: 


Bd. 57 
id. 96 
id. 96 279 Zeile 9 und 10 von unten ist r, statt v, zu setzen. 
id. 104 S. 28 Zeile 5 von unten ist N statt n zu setzen. 

IN 


Bd. 104 8. 


.328 Zeile 10 von oben ist z’(1—r) statt 2°°(1l— x) zu setzen 


‚269 Zeile 9 von unten Ist „enthalten“ statt „vorkommen“ zu setz: 


Mn MW 


29 Zeile 12 von oben Ist „aus“ statt „und“ zu setzen. 
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Sur les polynömes de Legendre. 


(Extrait d’une lettre adressee a M. F. Caspary par M. Ch. Hermite a Paris.) 


% 
L integrale definie: 
“ da Ai 


F A+ B—(A—bB)cosw F 2] AB 


() 

eonduit aisement aux expressions de Laplace et de Jacobi: 

Sy x z n n l n 
(a) / (+coswVe’—1)"dw, P"(z) = —/ 


J « 
0 0) 


en prenant d’abord: 
A=1-o(ce-Ve’—]), B=1-e(e-+Ve’—1) 


et developpant suivant les puissances eroissantes de «, puis: 


de 


(2 +c0sw] eo’ — ıPr 


A=2-o-V\e®-1, B=xz-o+4V/®—1 
et en developpant suivant les puissances descendantes. 
J’ai remarque qw'on peut eneore en tirer les formules importantes de 
M. Mehler, que jeerirai ainsi: 
pt ee a” ee 
u V2(cosg—x) a , 2(2—c0sg) 
Soit A cet effet A= 1—-2ar+e, B=1-—2oy+eo'; en posant, pour abreger: 


2: r+y—(2—y)coso, nous aurons d’abord: 


[' de Lo sı 
o Im2este®  yYAl—2ar+a’)(1—2ay+a?) 


Prenons pour variable independante la quantite 5, ce qui se fait au moyen 
de la relation (y—-z)sin® = 2)(y—S)(S—r); nous en deduirons cette nou- 
velle &galite, olı je suppose y>x, a savoir: 


/ dE Zi 


I A-2atta)yy-HE-a)  1Y(I—2arte)(1-2ayter) 


r 


Cela etant, soit y= 1, on aura apres avoir multiplie par 1—e: 


# (1—e)dg er Ai 


/ (1-2a&+ a”)y(1-- E)(E- 2) Y1l-2ar+e:' 
puis en posant S= 608g: 
DR dl — @)cos Iy .dy ri 


“ (1—2ecosy-+a@’)Y2(cosg— x) 2y1l—2arc+ eo 
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L’integrale du premier membre se developpe suivant les puissances de «, 
au moyen de la relation: 
/ 
(1—ea)costc . ‚ i 
Bi 14 - — Zo"”cosn-+t] Y 
1— 2acosy—+a” \ - 


on parvient ainsi ä la formule: 


Pr) = 2 fette. 
m. V 2(cosg—x) 
Faisons, en second lieu 2 = —1l, nous aurons dabord: 
e (1-+a)d& u st 
/, (A-2ae+e)yy-H(EHl)  YiI-2ayte 


en employant la substitution preeedente, $= c0sy, il viendra ensuite: 
a (I+a)sinip.dg 7 
ER (1—2acosg +.a@°)] 2(y—c0s@) 2y1- Zay-+a' 
et le developpement: 
1+ea)sintg et en 
sin 3Q - = Zo"sin(n-+4)g 
1—2acosg-+e’ x 
donnera la seconde des formules de M. Mehler: 
2 /”" sin(n+d)gp.dg 
In ER ee ı 27 
Pf | 
, ] 2(y—cosgp) 


Sans marreter au resultat exprime par cette relation: 
SS Di/nN\ DPr—k/,,N URTEEER sin(a+1)gp.dp 
=1 637 4) / 


— (} N} 


Antec } (y— cosp)(cosp—r) 
qui est la consequence des £galites: 
- sin p dp 7 
“ireeosy  (I-2acosp+a’)y(y— cosp)(cosy—x) \(1—2ar-ta’)(1—2ay+e«') 
sing FE 
= Ze"sin(n-+1l)c (n 1, 2, ...), 
l— 2a cosp—+ a’ \ ) f 


parce que je n’en vois pas maintenant lutilit@, je passe & un autre point, 
en me proposant de rattacher A la theorie des fraetions eontinues alge- 
briques l’@quation de Jacobi: 


D; '(z’—1)" 7 (z’-—-1)' D;P'(x) 
1.2...(n—v) 1.2...(n+P) 

n . ‚ ‚ ) \n +] 
Considerons le developpement de (2’—1)"log 

c—]1 

ces descendantes de la variable, que je represente ainsi: 


rn n T + | . - N ı [44 f a 
leg; = Mat ++ 


suivant les puissan- 


Il(x) designant la partie entiere. Je remarque d’abord qu’on en tire facile- 
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ment la propriete caracteristique de Di(@’—1)” ou P"(x), d’etre le denomi- 


nateur de la reduite d’ordre » du developpement en fraction continue de 
+1 


log Sp (Ju’on prenne en effet la derivee d’ordre » des deux membres: 


1 1 1’ ’ ' 
tous les termes en —, 33 ++. „. Aisparaitront, et il suffit d’observer que 


les expressions: 


n—kf nn? n k T +1 
D:(@—1)".Dilog —; 
sont entieres en x, pour parvenir & l’egalite suivante: 
2 c+1 ß 5 
n 5a \n a 3 Be 
D’(« 1) log K Ye P(x) gr n gr? | ’ 


ou P(x) est un polynöme de degre a—1, ce qui met en Evidence la pro- 
priet€E annoneee. Formons maintenant la derivee d’ordre »—r, v etant un 
entier moindre que zn. L’expression de DY”(z’—1)” sera le produit de la 
puissance (z=’—1)’ par un polynöme P, de degre n—r, et nous pouvons 
ecrire la relation: 


ER r+1 : | 
P.(xz°—1) log m — B,(2)+ or We RRUNET] 


re" ei 


Elle montre que P est le denominateur de la reduite d’ordre n—rv, dans le 

, j : ’ . - c-+]1 3 

developpement en fraction continue, de la fonetion (=’—1)’log a 4a Ceei 
pose, je reviens A l’equation: 

d c+]1 | | 

D’(z’—1)"log- = P(z)+ n= en 


z—] a” Ai, gt ogn+? | I 


et je prends les derivees d’ordre » des deux membres. Il est aise de voir 
qu’en remplacant D\(xz’—1)" par P”(z), on trouvera pour resultat une Egalite 
de cette forme: 


D’ P' (€) log c+ 1 er” Il(x) ß, P, 


z—1 2: (2’—1)’ £ Vi he EEE > 0 A E 
II(x) etant entier en x. Nous aurons done: 


9» \ . } 2 ı 9, i 2 } 
D.Pa)@ leg? = H@+@- (At), 


O c—| 


de sorte quw’on obtient, en developpant la quantite: 


3 $ 
3 v Pı N 171 ' 
\T —]) ( rt + u, ar t+r+? +) 


suivant les puissances descendantes de la variable: 


D,P*(a)(@ log” = Ma) Inte t 


x” -y4 1 gr=vy+? 


(ette equation fait voir que le polynöme DYP”(x) est aussi le denominateur 
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a dir Zei i c+1 
de la reduite d’ordre a—rv de la quantite (x=’—1)’ log 


il ne peut done 
differer de Di” (2° —1)", que par un factenr constant facile A obtenir ee qui 
donne l’&quation de Jacobi. 

En voiei une application qui m’a et€ suggerde par un theor&me &legant 
dont je dois la communieation ä M. Beltrami. Il consiste dans la relation 


suivante: 
In—] 


(®—1)D,P'(x) = Pt! (@)—Pr(x 


n(n—1) 
que lillustre geometre a aussi obtenue pour lintegrale de seconde espece., 
de sorte que l’on a pareillement: 

2n—] v2 ) x / \ , \ 4 n 
- (2 —-1)D,0" (x 02) 0"). 

n(n—1) | 
En me bornant aux fonetions P’(x), je poserai en general: 
(z2—1)’D;P"(z) = AP" (a)+A, Pr" (a) +4. +A,P’r”*e 
et les coäffieients A, seront determinds par la formule 
2A, EU a ae du a 
- — — / 2° —1)’ D’.P"(z)P"+’"* (z)de. 
2(n 1 v - 2x) +1 . 2 / 
Sauf un facteur constant, la relation de Jacobi permet de remplacer l’inte- 
srale par cette autre: 
/ Do(@?—-1Pr—%(z)de, 
a 
a laquelle, d’apres sa forme, siapplique la methode d’integration par parties. 
On la ramene ainsi A une quantite explieite qui est nulle aux limites. et 
a l'expression: 
1 
[| (@’-1 D>P+—(z)dz, 
u | 
qui est pareillement nulle, lorsqu’on a av >n+r—2z, dest-A-dire 2 > rv: 
nous avons done cette relation: 
(2°—1)’ DiP*(&) = AP"t’(z)+ A, Pr’ (2)+--+4A,P""(z), 
d’ou se tire facilement pour v=1 le theor&me de M. Beltrami. Dans le 
cas de v=2, elle donne le resultat suivant: 
2n—1)(2n+1)(2n-+H3 a En} 
( IC +1) — _ (2-1) D% P'(2) 


n(n—1)(n+1)(n-+2 


— (2a —1)P't?(2)—2(2n+1)P"(z)+(2n-+: 











Elementargeometrische Ableitung der Parallelencon- 
struction in der absoluten Geometrie. 


Hierzu Figurentafel 1. 


(Von Herrn Max Simon in Strassburg i. Els.) 


Di. Construction des Parallelstrahls durch einen gegebenen Punkt 
zu einem gegebenen Strahle ist von Bolyai und Lobatschewsky trigonome- 
trisch abgeleitet worden. Mei AZ der gegebene Strahl (Figur 1), B der 
gegebene Punkt, AB senkrecht auf AZ. Man nehme irgend einen Punkt 
D auf AZ, errichte in D auf AZ das Loth DC und fälle von B auf DC das 
Loth BC. Wird der Parallelwinkei mit z bezeichnet, AD mit p, BC mit 
r, so gilt der Satz, dass in dem rechtwinkligen Dreieck, dessen Hypotenuse 
r und dessen eine Kathete p ist, der p gegenüber liegende spitze Winkel 
gleich z ist. Herr Frischauf hat in seinen „Elementen der absoluten Geo- 
metrie“ (Teubner 1876) bei der Construetion in $ 67 irrthümlicher Weise 
das Loth in B errichtet *). Im Folgenden wird die Construction ganz elemen- 
tar planimetrisch abgeleitet. 

Sei BW senkrecht AB; BR irgend ein Strahl innerhalb ABW; man 
schlage um BD mit BC einen Kreis, welcher BR in A treffen möge, fälle 
von X auf AB das Loth AU und bezeichne XU mit q. 

Es gilt alsdann folgender Hauptsatz: 

Ist 9<Zp, so muss für alle Punkte des Strahles AZ zwischen A 
und D, mit Ausnahme derer in unendlicher Nähe von A, ebenfalls g < p sein. 
Ist dagegen 9g>p für D, so ist g>p für alle Punkte zwischen D und Z. 

Beweis. a.) Da nach Voraussetzung UX<Z AD, so fällt, wenn ich 
UX auf AD von A aus abtrage, X zwischen A und D nach D,.. Man er- 
richte in D, die Senkrechte, welehe BR in 8, schneidet; fälle von B auf 
D,S, das Loth BC, (BC, << BC), trage BC, auf BR ab bis X, (A, zwischen 
PB und A), so it U, <AU, also MU, < AD. Für AD, gleich p, gilt also 


“) Dasselbe Versehen findet sich in der „Absoluten Geometrie nach J. Bolyai be- 


arbeitet‘, 
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gı <-Ppı, und für alle Punkte zwischen D, und D gilt dasselbe, da die Schnitt- 
punkte der betreffenden Kreise zwischen X, und X fallen. Ebenso leitet 
man aus D, bezw. X, und S, ein D,, X,, 8, zwischen A und D, ab (B und 
S,), und so fort. Da die von B gefällten Lothe sich für endliche Entfer- 
nungen der Fusspunkte auch endlich unterscheiden, so nähern sich die D 
auf diese Weise asymptotisch dem Punkte A (bezw. die S den DB). 

b.) XU> AD. Man trage XU auf AD von A aus ab, ge- 
winne D, hinter D und S, hinter S, X, hinter X, da BC, BC ist: und 
XU>XÄU>AD, etc. 

Anwendung des Hauptsatzes. 

A. Schneidende. — Figur 2. 

Sei BS ein AZ in S$ schneidender Strahl, so ist, wenn D mit S zu- 
sammenfällt, in S jedenfalls 9 <p, also für alle Punkte zwischen A und 8 
(B und S) mit Ausnahme der A unendlich nahen q, <p,. Mei jetzt D, 
hinter S, so ist entweder BC, >> BS oder nieht. Im letzteren Falle ist. da 
dann X, nicht über S fällt, unmittelbar klar, dass ,<Tp,. Im ersteren 
Fall fällt X, jenseits S und der Kreis um B mit BC, muss AD, zwischen 
A und D schneiden (BS < BC; BD, BC,) z. B. in F,;; dann ist X, U,<F,A 
(von zwei Sehnen ist die dem Mittelpunkte nähere die grössere), also erst 


recht g, <p.- Für die Schneidende ist daher (mit der schon öfter erwähn- 
ten Ausnahme) stets 9 <p. 

B. Niehtsehneidende. — Figur 3. — 

Sei BS Nichtschneidende, SD der Hauptabstand:; dann ist für das zu 
S, welches mit € zusammenfällt, gehörige D eo ipso klar, dass 49 >p. 
Folglich gilt für alle rechts von S gelegenen Punkte das Gleiche. (Was 
man auch dureh den schon angeführten Sehnensatz direet beweisen kann.) 
Ich trage jetzt AD auf SU von U aus ab bis F, ziehe BF und schlage um 
B mit BF den Kreis, welcher BS zwischen DB und S in S, trifft. Alsdann 
liegt zwischen F (sogar zwischen 8,) und H — wenn BH senkrecht AB 
auf dem Kreise ein Punkt C,, so dass die Tangente in ©, auf AD senk- 
recht steht. (Beweis dieses llülfssatzes folgt.) Diese "Tangente schneidet 
AD in D, zwischen A und D, weil BF<DBS ist, und es ist für BO, als r 
und AD, als p, jedenfalls q,, weil > FU, auch AD, oder p,: folglich 
oilt für alle Punkte zwischen D, und D dasselbe. So fortfahrend nähert 
man sich A asymptotisch. Damit ist bewiesen, dass für die Nichtschneidende 
mit Ausnahme etc.) stets q > p ist. 















M. Simon, elementare Parallelenconstruction in der absoluten Geometrie. 


C. Die Parallele. 

Nimmt man irgend ein AD als p; construirt das zugehörige r, und 
schlägt damit um BD den Kreis, so giebt es nach dem schon wiederholt 
angeführten Sehnensatz einen Radius BP, für welchen qg=p ist. Da nun 
BP weder schneidender noch niehtschneidender Strahl ist, so ist es der 
Parallelstrahl, und dieser hat die Eigenschaft q=p überall. 

Für die Construction ist zu bemerken, dass die Abstandslinie dureh 
D für Axe AB den Kreis ausser in P noch in P, schneiden muss, und P,B 
die zweite durch B gehende Parallele zur Geraden AD ist. Gleichzeitig 
ist damit auch die Aufgabe gelöst, an einen Kreis die Tangente zu ziehen, 
welche auf einer gegebenen Geraden senkrecht steht. Ich füge noch eine 
für alle Geometrieen gültige Lösung der Aufgabe zu: Von einem gegebenen 
Punkt A an den Kreis M (M Mittelpunkt des Kreises) die Tangente zu 
ziehen. Die Lösung beruht auf der Betrachtung der Tangente AB als Sym- 
metrieaxe für M und seinen Gegenpunkt M,. Man schlägt um A mit AM 
und um MH mit dem Durchmesser die Kreise, welche sich in M, und M, 
schneiden; zieht MM, bez. MM,, welcher den gegebenen Kreis in B bezw. 
B, schneidet, so sind Ab und AB, die Tlangenten. Auch hier ergiebt sich 
als Bedingung AM >r. 

Beweis des Hülfssatzes sub 5. Figur 3. 

Fällt man von Fauf AD das Loth FG, so ist UFG > USD, BFU>BSU, 
folglich BF@G > BSD, also ein stumpfer Winkel. (BS,/ auch noch stumpf.) 
Die Winkel zwischen hadius und Loth nehmen (von zwei Rechten bis 0) 
fortgesetzt ab; denn JFU > BS,U. 

(Satz von der Sehne. Es ist leicht zu zeigen, dass, wenn die Sehnen 
vom Centrum abrücken, die Basiswinkel der gleichschenkligen Dreiecke 
aus Sehne und Radien fortwährend zunehmen.) UFG > U,S,I, weil das 
Viereck UFGA=<U,S, IA ist; also BFG > BS,I. Ist BH senkrecht AB 
und HK das von H gefällte Loth, so ist BHK ein spitzer Winkel. Es muss 
also zwischen F (S,) und H ein Punkt ©, liegen, sodass BC und das von 
C, auf AD gefällte Loth C,D, einen rechten Winkel einschliessen. 

Man hätte den Satz auch aus Uontinuitätsgründen direet annehmen 
können; denn indem D von A abrückt, werden die Lothe von B auf DC fort- 
sesetzt und stetig grösser und wachsen von OÖ bis x, also muss auch ein- 
mal BF darunter sein. 
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Zur Theorie der Kugelfunction. 


(Von Herrn J. Frischauf in Graz.) 


Der Beweis für die Convergenz der Kugelfunetion- Reihe beruht 
auf dem Satze, dass P,(cosy) verschwindet, wenn » unendlich gross wird 
und dabei mit » zugleich »y oder, falls y nahe gleich 7 ist, »(a—y) un- 
endlich gross wird. Der von Herrn A. Bruns mitgetheilte Beweis dieses 
Satzes *) lässt sich noch bedeutend vereinfachen. Ist 


S,=W-1,+%—--+ta,, 


wo <a, <.a,... positive Zahlen bedeuten, so ist S,, positiv, S,,,, negativ 
und absolut S, <a,. Setzt man in der Mehlerschen Formel für J—- P c08Y 
7 cos(n+4)wdw Z cos(n—+4)wdw 
“ Ysindy’—sin}w’ ,  Ysinay+w)sindy—w) 


N— 1 = k, kw = n, SO wird 


1 fa cosndn 1 “ cosndn 
J — : = uns 
k / n' wl N \ ’ } 
. | sindy’— sin! 2 | sin 4+—- )\sinil y„— — 
2 2% 2 k / 2\/  / 
7 . . 2 7ı r . 
I. Es sei 7 endlich und — ;- Zerlegt man J in 
7rı \ 4 
Bo | 
} T n / 
i) gi 
® 
' u +1) 
und bezeichnet man absolut r / mit J,, so folgt 


T 
r 


J = AST +JI+J,-", 
und dabei ist, wegen der Gleichheit der Zähler cosn7 und der abnehmenden 
rT . ) . n" 
» Ir «| Bas N 1 
Nenner | sindy’—sin} I 
J ne J 1 je 


*) Dieses Journal Bd. 90, 8. 
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Der grösste Werth von J. ist kleiner als 


N ge dn 
kysiny(7+") m Ysiny(y— 7) 


nl . ’r rY 
1 =, gesetzt wird, welcher Ausdruck für grosse Werthe 


wenn , = hy, n—? 


12 

von % übergeht in 

| f* dn 0 
‘) 


k sin: (7+ n )” Kal 1.) m: ksin(y— a 


also Null wird, wenn k unendlich gross wird. Dasselbe gilt daher auch 
von ıP,(cosy), dessen Werth absolut kleiner ist als das Doppelte des gröss- 
ten Werthes von J.. 
Dieselben Schlüsse gelten noch, wenn mit » unendlich gross, y un- 
endlich klein wird, dabei »y (also auch Ay = 9) unendlich gross wird. In 
diesem Falle kann 
st 


sin(y— r ) a 


gesetzt werden, der grösste Werth von J, ist kleiner als 
2 n 
nı ? 
8. 
4 


also unendlich klein, wenn % unendlich gross ist. 
8 

Il. Der Fally>, 

» YA ann n D » s N 

P,(eosy) = (-1)"P,(cos(n—y)) 


auf den vorigen zurückgeführt. 


wird vermittelst der Formel 


uch 


'ÖSS- 
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Ueber Invariantentheorie. 


(Von Herrn L. Maurer in Strassburg i. Els. 


F/ 


Die bisherigen Untersuchungen über Invariantentheorie beziehen sich 
zum weitaus grössten Theil auf „allgemeine Formen“ Formen, über 
deren Coefficienten jede Verfügung vorbehalten bleibt. Die Eigenschaften 


specieller Formen, welche in zwischen den Coeffieienten bestehenden Rela- 


tionen ihren Grund haben, sind — wenigstens vom invariantentheoretischen 
Gesichtspunkte aus — noch wenig untersucht, obwohl gerade diese Eigen- 


schaften in der T'heorie der algebraischen Functionen eine so hervorragende 
tolle spielen. 

Die vorliegende Abhandlung verfolgt den Zweck, die ersten Grund- 
lagen für eine sowohl die „allgemeinen“ als die „speeiellen“ Formen um- 
fassende Invariantentheorie festzustellen. 

Der Umfang und die Schwierigkeit des behandelten Gegenstandes 
werden es entschuldigen, dass im Folgenden eben auch nur die ersten Grund- 
lagen gegeben werden, eine weitere Ausführung der hier niedergelegten 


Prineipien aber weiteren Untersuchungen vorbehalten bleibt. 


I. 

Das nächstliegende Mittel, um zu einer allgemeinen 'T’heorie zu ge- 
langen, welche alle Formen pter Ordnung von » Variabeln umfasst, ist 
offenbar das, die Coefficienten der Form als unabhängige Variable zu be- 
trachten. Dies ist der Standpunkt der Invariantentheorie. Beherrscht man 
die T'heorie der „allgemeinen“ Form mit unabhängig variabeln Üoetfieienten 
vollständig, so beherrscht man auch die T'heorie jeder besonderen Form 
mit bestimmten Zahleoefficienter. Die Theorie der Binärformen der nie- 
drigsten Grade ist soweit ausgebildet. Sobald jedoch die Anzahl der Va- 
rlabeln zwei überschreitet, wird es ausserordentlich schwierig. die Theorie 
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specieller Formen, zwischen deren Coeffieienten gewisse Relationen statt- 
haben, aus der "Theorie der allgemeinen Form abzuleiten. Um die beson- 
deren Eigenthümlichkeiten solcher speciellen Formen zu untersuchen, ist es 
daher zweekmässig, einen anderen Weg einzuschlagen: Wir theilen die alge- 
braischen Formen einer bestimmten Ordnung auf Grund der Relationen. 
welehe zwischen ihren Coefficienten bestehen, in folgender Weise in Klassen 
ein: Die Gesammtheit der Formen bildet die Klasse (2,; diejenigen Formen, 
deren Üoetfieienten einem bestimmten System algebraischer Gleichungen 
senügen, bilden die Klasse (2. Diejenigen Formen der Klasse (2,, deren 
Uoetfieienten einem weiteren System algebraischer Gleichungen genügen, 
bilden die Klasse 2, Diejenigen Formen der Klasse Q,, deren Üoet- 
felenten einem dritten Gleichungssystem genügen, bilden die Klasse L,, 
u. 8. W. 

Jede der Klassen 2, 2, 2. 2,,... „enthält“ alle toleenden. Eine 
Form der Klasse 12, heisst eine „uneigentliche” oder eine „eigentliche“ 
Form der Klasse, je nachdem sie zugleich einer unter (2, enthaltenen Klasse 
aneehört oder nieht. 

Im Verlauf der vorliegenden Untersuchung wird sich ergeben, dass 
die 'Iransformationstheorie zu einer ganz bestimmten Klasseneintheilung 
führt. Vorerst setzen wir nur voraus, dass die Gleichungssysteme, auf wel- 
ehen die Klasseneintheilung beruht, irreduetibel sind. Jede weitere Be- 
stimmung bezüglich derselben bleibt vorbehalten. 

urch das eine Formenklasse 42, charakterisirende Gleichungssystem 
werden eine Anzahl der Coetfieienten der Form als Funetionen der übrigen 
bestimmt. 

Ich bezeiehne diese letzteren verfügbar bleibenden Coefficienten mit 
ti, Mor... %,, die Form selbst mit f(r.«). Um zu einer alle Formen der 
Nlasse (2, umfassenden Theorie zu gelangen, betrachte ich «,, 5, ... u, 
als unabhängig variabel und bezeichne unter dieser Voraussetzung f(x, «) 
als „allgemeine“ Form der Klasse 42... Die allgemeine Form ist demnach 
Funetion von zwei Variabelnreihen, und zwar ist sie ganze und homogene 
Funetion der Variabeln z,. &,, ... x, der ersten Variabelnreihe, und alge- 
braische — wir wollen voraussetzen homogene — Funetion der Variabeln 
ts Mor... u, der zweiten heihe. 

Die Auffassung der Grössen ı,, %, ... @, als unabhängiger Variabeln 


ist nur ein Hülfsmittel der formentheoretischen Untersuchung: in den An- 
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wendungen der Formentheorie sind für diese Grössen bestimmte Zahlwerthe 
zu setzen. Daraus ereiebt sich einerseits, dass die Wahl des zweiten \Va- 
riabelnsystems vollständig in unser Belieben gestellt ist: wir können an 
Stelle der # Variabeln # beliebige # unabhängige Funetionen derselben 
einführen. 

Andererseits dürfen aber im Verlauf der Untersuehung keine Fest 


setzungen getroffen werden, welche dem Endzweek, den Variabeln » con 


stante Werthe beizulegen, widerstreiten 


Fiihren wir an Stelle der beiden Variabelnsvsteme x und » zwei nen 


Variabelnsysteme y und e ein, so können daher zwar die ursprünglichen 
Variabeln der ersten Reihe x von den beiden neuen Variabelnreihen y und 
ve abhängen. aber die Variabeln # dürfen nur von den Variabeln ®e. abe 
nicht von den Variabeln y abhängen, denn anderenfalls ergäbe sieh. wenn 
man den (Grössen @« und » eonstante Werthe beilest,. eine Beschränkung 
der Variabilität der y. 

Den Gedanken, die Coeffiecienten einer algebraischen Form als Fune- 
tionen einer Anzahl unabhängiger Variabeln aufzufassen. hat zuerst 


Kronecker in voller Consequenz und Schärfe durchgeführt * 


11. 

Nachdem der Begriff der Formenklasse festgestellt ist, erwächst di 
Formentheorie die Aufgabe, die Theorie der einzelnen Klassen in analoge: 
Weise zu entwiekeln. wie dies die Invariantentheorie bezüglich der Formen- 
klasse (2, thut. 

Die T'heorie der Formenklasse 42, steht im engsten Zusammenhang 
mit der 'T'heorie der Transformation einer algebraischen Form dureh Iineare 
Substitutionen. Dies beruht auf zwei wesentlich verschiedenen (sründen. 
Der eine liegt in der Eigenschaft der linearen Substitutionen, dass sich dureh 
Inversion einer linearen Substitution und durch Zusammensetzung zweier 
linearen Substitutionen immer wieder eine lineare Substitution ergieht: der 
andere liegt in der Eigenschaft einer „allgemeinen“ algebraischen Form. 
durch eine lineare Substitution wieder in eine allgemeine algebraische Form 


transformirt zu werden. 


le \ ' 


*) Jch möchte namentlich auf $ 10 der „Grundzüge einer arithmetischen 


/ 
. 


aloebraischen Grössen“ verweisen. 
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Die Wichtigkeit des letzteren Umstandes für die Invariantentheorie 
ist ohne Weiteres evident; die Bedeutung des ersteren ergiebt sich aus dem 
Beweise, den Herr Christoffel für den Fundamentalsatz der Invariantentheorie 
gegeben hat *). 

Diese Bemerkungen führen mittelst einer naheliegenden Verallgemeine- 
rung zum Begriff des einer beliebigen Formenklasse (2; „zugeordneten“ 
Substitutionensystems. Aus diesem — sofort genauer zu erläuternden — 
Begriff werden sich in einfacher und naturgemässer Weise die Grundlagen 
für. eine T'heorie der Formenklasse (2, ergeben. 


Ich bezeichne — gemäss der im vorigen Artikel eingeführten Be- 
zeichnungsweise — mit 





rd = fee, m) 


die allgemeine Form der Klasse 42. 


fa, Ts ... TI, 


y,(zlp) (A=1,2,...n) bezeichne eine rationale und homogene Func- 


tion der Variabeln ©, 2, ... z,, welche ausserdem von m verfügbaren 
Parametern pP, Ps, .-. ?, abhängt, und zwar sei p, wenigstens algebraische 


Function der Parameter; w,(ulp) 4=1,2,...f) bezeichne eine rationale oder 
algebraische Funetion der Variabeln « und der Parameter p, welche in 
jezug auf die Variabeln x überdies homogen ist. 

Ist w, algebraische Function der # und p, so wird ausserdem vor- 
ausgesetzt, y, lasse sich als rationale Function der £ Grössen z, einer alge- 
braischen Function der «, der m Grössen p und einer algebraischen Fune- 
tion der p darstellen, so dass also w, zwei Irrationalitäten enthält, wovon 
die eine von den Variabeln «, die andere von den Parametern p abhängt. 

Durch die Gleichungen 
(2 = y,(y!p) d=1,2..n), 
lu, = v,(e|p) 01,2%... 
sei ein Substitutionensystem von der Art definirt, dass die Inversion einer 


(S.) 





Substitution des Systems und die Zusammensetzung zweier Substitutionen 
des Systems wieder eine Substitution des Systems ergiebt. 
Wir setzen also voraus: Durch Auflösung der Gleichungen (S.) nach 
den Grössen y beziehungsweise » ergeben sich Gleichungen der Form: 
y=9palp), 9% = viaulp), 
Wo Pi, Par »». pP, Algebraische Funetionen von p,, Ps, +: P, bedeuten. 


*) Math. Annalen Bd. 19, S. 280. 
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Ferner: durch Zusammensetzung der Substitutionen (S.) mit den Sub- 
stitutionen 
y=9Y,(lg), 9, = v.(wlg) 
ergeben sich Gleichungen der Form 
2, =9Q,(@lr), w=v,(weir), 
WO 7,5 Fa, ... 7, algebraische Funetionen von p,, Ps, ... pP, und q,, 9 »:. 4, 
bedeuten. 

Substitutionensysteme, welche die beiden eben erörterten Eigenschaf- 
ten haben, bezeichnet Herr Zie in seinem der Theorie dieser Substitutionen 
sewidmeten Werke *) als „continuirliche Transformationsgruppen“. 

Wir nehmen nun weiter an, durch die Substitutionen (S.) werde f(r, u 
in f(y, e) transformirt, und zwar gelte dies für alle Werthe der Parameter 
p. Alsdann bezeichne ich das Substitutionensystem (S.) als der Klasse 2 
„zugeordnetes Substitutionensystem“. 

Es giebt noch eine zweite Art von zugeordneten Substitutionen. Wie 
nämlich im ersten Artikel bemerkt wurde, sind in der T’heorie der Trans- 
formation algebraischer Formen auch solche Substitutionen in Betracht zu 
ziehen, welche an Stelle der ursprünglichen Variabeln der ersten Reihe 
Funetionen der neuen Variabeln der ersten und der zweiten Reihe treten 
lassen. Es bezeichne g;,(z/uip) = 1,2,...n) eine Function der Variabeln 
x und a und einer Anzahl verfügbarer Parameter p, welche in Bezug auf 
die Variabeln x rational, in Bezug auf die Variabeln » und die Parameter 
p algebraisch, ausserdem in Bezug auf die x und » homogen ist: w, (ap 
bezeichne eine in Bezug auf die Variabeln # homogene, algebraische Fune- 
tion der # und p. Bilden dann die Substitutionen 

(T) (2 = @lelr end) 


lu, = vw, (®|p) RUE SORERR 
eine Gruppe und wird durch dieselben f(x, «) in f(y,e) transformirt, so ist 
auch das Substitutionensystem (T.) der Formenklasse 2, „zugeordnet“. Die 
Substitutionen (S.) und (T.) unterscheide ich als Substitutionen erster, be- 
ziehungsweise zweiter Gattung. 


11. 
Dass die Klasseneintheilung der Formen so eingerichtet werden kann, 
dass jeder Klasse wenigstens ein Substitutiönensystem zugeordnet ist. wird 


*) Theorie der Transformationsgruppen. 














44 


Maurer, über Invariantentheorie. 


später gezeigt werden. Es besteht aber die Möglichkeit, dass einer Klasse 


nicht bloss ei» Substitutionensystem, sondern eine endliche oder auch unend- 
liche Anzahl von solehen zugeordnet ist. 

Transformiren wir f(z, a) durch eine Substitution eines der Klasse 
zugeordneten Systems in f(y, ©). Ueber die Parameter der Substitution kann 
in der Weise verfügt werden, dass bei gegebenen Werthen der « eine An- 
zahl der Grössen ve vorgeschriebene Werthe erhalten. Diese Anzahl ist 
entweder eleich der Zahl der verfügbaren Parameter oder kleiner als die- 
selbe. 'Transformiren wir f(x, @) durch eine Substitution eines anderen der 
Klasse zugeordneten Systems in f(y, ce). so kann die Anzahl der Grössen e, 
iiber die durch geeignete Wahl der Parameter verfügt werden kann. eine 
andere sein. Aber es ist klar, dass diese Anzahl für eine bestimmte Klasse 
einen Maximalwerth haben muss. Wir modifieiren nun die im vorigen Artikel 


verebene Definition der zugeordneten Substitutionensysteme in der Weise, 


dass wir diese Bezeichnung auf solche Substitutionensysteme beschränken, für 


welche der genannte Maximalwerth eintritt. Auch in dem eben festgestellten 
Sinne kann einer Formenklasse noch eine endliche oder unendliche Anzahl 
von Substitutionensystemen zugeordnet sein, und die Zahl der verfügbaren 
Parameter braucht nicht in allen Systemen dieselbe zu sein. 

Kine Funetion der Variabeln #, welche durch ein der Klasse zuge- 
ordnetes Substitutionensystem in sich selbst transformirt wird, ist als In- 
variante der Form fir,«®) zu bezeichnen. Danach könnte es scheinen, als 


ob einer Form mehrere Invariantensysteme — entsprechend den verschie- 
denen Systemen zugeordneter Substitutionen — zukommen könnten. Dies 


ist jedoch nieht der Fall. Es gilt vielmehr der merkwürdige Satz (Art. X.), 
dass allen Systemen zugeordneter Substitutionen ein und dasselbe Invarianten- 
system entspricht, welches demnach als Invarianten- oder Modulsystem der 
Klasse bezeichnet werden kann. 

Ertheilen wir den Variabeln vw... .. ... a, einmal ein bestimmtes 
Werthsystem z,, %, ... @,, das andere Mal das Werthsystem ı,, . ... m. 
Die Bedingungen dafür, dass f(x. w) in f(x, a) dureh eine Substitution eines 
bestimmten der Klasse zugeordneten Systems transformirt werden kann, lassen 
sich, wie Herr Christoffel in seiner oben eitirten Abhandlung nachgewiesen hat, 
durch Gleichsetzen von Invarianten ausdrücken. Daraus folgt: Giebt es in 
einem der Klasse zugeordneten System eine Substitution, welehe f(r., ») in 


f(x, a) transformirt, so giebt es in jedem zugeordneten System eine solche. 
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Damit die einer Klasse zugeordneten Substitutionensysteme für diese 


Klasse charakteristisch sind, ist erforderlich, dass dureh dieselben jede eigent- 
liche Form der Klasse wieder in eine eigentliche, jede uneigentlicehe Form der 
Klasse wieder in eine uneigentliehe transformirt wird. Sind demnach alle 
Klassen bis zur öten einschliesslich festgelegt, so ist die @--1)te, 2... so zu 
bestimmen, dass jede Form dieser Klasse durch die der Klasse (2. zure- 
ordneten Substitutionensysteme wieder in eine Form der Klasse (2.,, trans- 
formirt wird. 

Der Beweis des oben ausgesprochenen Satzes ergiebt sieh aus (der 
Theorie der eontinuirliehen Gruppen. Ich will bezüglich dieser Theorie nicht 
auf das schon genannte Werk des Herrn Lie verweisen. sondern die für das 
Folgende nöthigen Sätze kurz entwickeln, einestheils um der Vollständiekeit 
der vorliegenden Arbeit willen, und dann, weil die hier verfoleten Zwecke 
einige Zusätze zu der von Herrn Lie vevebenen I'heorie erfordern. welehe 


nur an eine zusammenhängende Darstellung geknüptt werden können. 


IV. 

Die einer Formenklasse zugeordneten Substitntionensvsteme bilden 
eine speeielle Art der eontinuirlichen 'Transformationsgruppen im “Gebiet 
von a+t Variabeln, insofern sie an Stelle eines T’'heiles der ursprünglichen 
Variabeln (der Variabeln «,. ..... u,) Funetionen treten lassen, welche nur 
von den entsprechenden Variabeln des neuen Variabelnsvstems (den Va- 
rlabeln ®,. v,,... v,) abhängen. Bei den folgenden Untersuehungen über eon 
tinuirliche Gruppen lassen wir diese Beschränkung fallen: wir lassen die 
Möglichkeit often, dass an Stelle einer jeden Variabeln des ursprünglichen 
Systems Funetiönen aller Variabeln des neuen Systems treten. Die Ge- 


sammtzahl der Variabeln. auf welehe sieh die Substitntionen der Gruppe 


beziehen. wird — abweiehend von der im Vorhersehenden benutzten Be 
zeichnungsweise — mit » bezeichnet. 


Die zu untersuchende eontinuirliche Transtormationsgruppe sei defi- 
nirt durch die Gleiehungen 
S., yı = plalp 
wo g, eine algebraische Funetion der Variabeln z,. ©. ... x, und der 
Parameter p,, P2. -.- P, bedeutet, welche ın den x überdies homogen ist. 


Wir nehmen an, die Function 4; enthalte zwei verschiedene Irrationalitäten. 
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eine von den x abhängende und eine von den p abhängende; g, lasse sich 
also darstellen als rationale Function der » Variabeln x, einer durch eine 
irreduetible Gleichung bestimmten algebraischen Function z,;, der x, der 
Parameter p und einer durch eine irreducetible Gleichung bestimmten alge- 
braischen Funetion p,;, der Parameter. Wir setzen ferner voraus, es sei 
unmöglich, die » Funetionen g, als Functionen von weniger als m Para- 
metern darzustellen. Daraus folgt: es giebt nur eine endliche Anzahl von 


Werthsystemen p,, 3; --: Pu, Welche — bei gegebenen Werthen von s,, 
$32 2. 8, — die » Gleichungen 
p,(€|p) = p,(x|s) (d=1,2,...n) 





zu in Bezug auf die Variabeln x identischen machen, und daraus ergiebt sich: 
1) Die » Ausdrücke 


Se) 7, + 2REl) +... 


op, 


(xp) 
'P; 
können nur dann, gleichzeitig für alle Werthe der z verschwinden, wenn 
alle m Ditferentiale dp, verschwinden. 

Da die Substitutionen (S.) eine continuirliche Gruppe bilden, so muss 
die Inversion einer Substitution des Systems oder die Zusammensetzung 
zweier Substitutionen des Systems wieder eine Substitution des Systems 
ergeben. 

Demnach ergeben sich 

2) durch Auflösung der Gleichungen (S.) nach den Variabeln = Glei- 
chungen der Form 


cı = p,(y'p) Geld... n), 
wo P\, Pax ».. pP, algebraische Functionen von p,, P:, -»: pP, bedeuten. 
3) Aus den Gleichungen 
= WM: 
y, y,(x|p) @=1,2,...n) 


tolst 


&, . y,(z|r), 


und hier bedeuten r,, rz. ... r, algebraische Funetionen von pP, Pa» -::» P. 
und qı, Ger » +. Qu 


Die vorstehenden Gleichungen lassen sich wegen 2) ersetzen durch 
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die folgenden: 

= per), m=eYPp) A=mnYgN- 
Diese Gleichungen gehen aus den Gleichungen 5) hervor, wenn man die 
(Grössen = und y vertauscht und gleichzeitig die Grössen p, q, r beziehungs- 
weise durch die Grössen p‘, r, q ersetzt. 

Die zwischen den Grössen p, q, r bestehenden algebraischen Glei- 
chungen behalten demnach ihre Gültigkeit, wenn man die zuletzt ange- 
sebenen Substitutionen ausführt. Da nun die Grössen p' nur von den Grössen 
p abhängen, so folgt hieraus: 


4) 


) Anstatt in den Gleiehungen 3) die Grössen p und g als unab- 
hängig variabel und die Grössen r als Funetionen derselben zu betrachten. 
kann man auch die Grössen r und p als unabhängig variabel und die 
(Grössen g als Funetionen derselben betrachten. 

Aus diesem Satz ergeben sich zwei im Folgenden mehrfach »e- 
brauchte Zusätze: 

4a) Unter den Gleichungen, welche zwischen den Grössen p, q. r 
bestehen, findet sich keine, welche nur die Grössen p und r, aber nicht 
die Grössen q enthielte. 

4b) Es giebt mindestens ein Werthsystem der Parameter p, welches 
die Substitution 

yı = PP) 

zu einer identischen macht. 

Der erste Zusatz folgt ohne Weiteres aus 4); um den zweiten zu 
beweisen, setze ich in den Gleichungen 3) p =r., p=r, ... p,=r 
Dann sind y, = y,(x|p) und z, = y,(x|r) dieselbe algebraische Function, und 


eben, welches den » Gleichungen 


es muss demnach ein Werthsystem q @ 


Y = 9:99) 

genügt. 

Der Satz 4) ergab sich als eine Folge der Functionalgleichungen 
2) und 5). Im Folgenden setzen wir voraus, die Funetionalgleichungen 
3) haben die unter 4) angegebene Eigenschaft. Dann können wir von 
den Funetionalgleiehungen 2) absehen, da sich dieselben als eine Folge der 
Functionalgleichungen 3) und der Voraussetzung 4) ergeben. Um sich 
hiervon zu überzeugen, ertheile man den Grössen r solche Werthe, «dass 
die letzte der drei Substitutionen 3) zu einer identischen wird, dann ist die 
zweite dieser Substitutionen die inverse der ersten. 
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V. 

Um nun aus den Funetionalgleichungen, denen die Funetionen y,(x|p) 
genügen, charakteristische partielle Differentialgleichungen für diese Funec- 
tionen abzuleiten, kann man folgenden Weg einschlagen: 

Da die Substitution y, = y,(x|p) umkehrbar ist, also die Funetional- 
OP P,|-- Fu) 
ölz, €, ...'x,) 


C;,(z|p) so bestimmen, dass 


determinante nicht verschwindet, so kann man mx» Functionen 


(1) opi BE Ci, (&|p) of} 


op; u=1 Or, 
ist. ri 1 2... end el. 2... 

Umgekehrt sind durch diese Differentialgleichungen die » Functionen 
y, vollständig bestimmt, sobald noch das Werthsystem der Parameter an- 
gegeben wird, dem die identische Substitution entspricht. 

Es handelt sich nun weiter darum, mit Hülfe der. Funetionalglei- 
chungen 3) des vorigen Artikels die Bedingungen festzustellen, denen die 
Coeffieienten der Differentialgleichungen (1.) genügen müssen, 

Diese Gleichungen lauteten: 





f* _— 4 -— f _— , pr — ) 
(2. ,=9YyN N=nalp, 3= pr) Gen.) 


mit dem Zusatz: r,, ?5, ... r, sind Funetionen von p,, Ps, ... p, und q,, 


Te 
Wir betrachten die Grössen x, p und gq als unabhängig variabel und 


* * * » . . 02; [3 
berechnen die partiellen Differentialquotienten Sp; das eine Mal aus den 
UD; 


beiden ersten der Gleichungssysteme (2.), das andere Mal aus dem dritten. 
Wir erhalten einerseits: 


02 _ 50a O% 
OP; vi oYy, ©P: 
oder nach (1.) 
N N, (=|p) %% = 26 (@|p) ze 
Op; De u—1 Oyr se p Oz, fun‘ ” OXu 


Andererseits folgt aus dem dritten der Gleichungssysteme (2.) 


O2, “O2 Or, 
OP; h=ı Of OP: 
e IN 
oder nach (1.) 
nn Y } as ni 
OR} 2 = oT) 0%) 


= 3 EC.(e|r)“ 


op: u—1h=1 Op; OLXu 
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Es ist somit 


Bm Bi 5 
v %y' . > . 
‚2C,(zj 


u-ı OLu hl f OP: 


ni 


—C, (€ p\ı = V 
für =1, 2. ...2undi=1l, 2, ... m. 


Da die Funetionaldeterminante nieht verschwindet. so 


o(z,|z 
folgt hieraus: 
N Y / N or . P j 
(3.) SU, (z|r) - C,(zlp 
\ / } N 4 f p Ä “ ’ 
BE. ia 2... Me 
Die Grössen C,(x|p) sind algebraische Funetionen von ©,. 2. ... 2 


und 9, Ps: » +» P,.5 Sie lassen sich nach Voraussetzung (vgl. den Eingang 
des vorigen Artikels) darstellen als rationale Funetionen von z,, 5. ... 

und 9, Pr -+- Pur Wir denken uns diese Funetionen dargestellt als Quo- 
tienten mit einem gemeinschaftlichen Nenner M(x'p). der eine ganze Funetion 
VOR I, 2, ... 2, und 9, Pe. ».. pP, Ist; die Zähler der Quotienten sind 


ganze Functionen von &,, 22; --. 2, Zu4ı Und 91, Par *:- Par Pur, deren 


Grad in Bezug auf x,,,, beziehungsweise p,,, wenigstens um eine Einheit 
kleiner ist als der Grad der r,;,. beziehungsweise p,,, bestimmenden ir- 


reduetiblen algebraischen Gleichung. 

Die ganze Function M(x|p) ordnen wir nach Potenzen und Produeten 
VON 2. 2. ... x, und fassen hierauf alle Glieder dieses Ausdrucks zu- 
sammen, deren Coeffieienten gleich sind oder sich nur um einen von den 
p unabhängigen Factor von einander unterscheiden. Es ergiebt sich dann 
für M(a@|p) ein Ausdruck der Form 


I Z+ 11,2 +. -ILE, 


wo die Grössen /7 ganze Funetionen von pP. Par ++. p,, die Grössen Z 
ganze Functionen von z,. 2, ... x, bedeuten. Die Gliederzahl % bleibt 
vorerst unbestimmt. 

Die Zähler der Ausdrücke C;,(z|p) lassen sich dementsprechend dar- 
stellen in der Form 
+..4+P'X? 


G=1,2%,..m: u=1,2...n). 


dA 


PAA,+P:X; 


Hier bedeuten die Grössen P ganze Funetionen von P1. Pr =: Pax P 
die Grössen X ganze Funetionen von r.. ....ı 2,2 


Wir führen nun in die Gleichungen (3.) für die Grössen CO, (x p) die 
15” 
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eben festgestellten Ausdrücke, für die Grössen C/,(z|r) die entsprechenden 
Ausdrücke ein. Damit die Quotienten, welche alsdann die beiden Seiten 
der Gleichungen (3.) bilden, für alle Werthe der unabhängigen Variabeln x, 
p und q einander gleich sind, ist erforderlich und hinreichend, dass es einen 
Proportionalitätsfactor oe giebt, welcher den Gleichungen 


Il,(r) -- oTI,(p) (=1,2,...K 
und 
= Or, 
&P‘(r) —i . oP'(p) (=1,2..m;je=l,2,..9) 
h=1 OP; 
genügt. 


Wäre k>1, so folgte aus dem ersten dieser Gleichungssysteme 
Ir) _ A) 
Nr) ID) 
(rleichung, in welche die Grössen g nicht eingehen. Eine derartige Glei- 
chung besteht nach Voraussetzung nicht (Art. IV., 4a)). Demnach ist der 
gemeinschaftliche Nenner M(x|p) der Functionen C/(z|p) das Product einer 
ganzen Function // von p,, Ps, -.. pP, und einer ganzen Function Z von 
Dix 2oy 2... 2. Eine jede dieser beiden Funetionen kann sich auch auf 
eine Constante redueiren. 


die Grössen p und r genügten somit einer algebraischen 


Wir ändern nun die vorhin eingeführte Bezeichnung in der Weise 


| P; ni X, 
ab, dass wir Pi an Stelle von Tr und X, an Stelle von — schreiben. 


Dann treten an Stelle der beiden zuletzt aufgestellten Gleichungssysteme 
die Gleichungen 
/ prima _ pi hin ne 
(4.) Pr) am P;(p) BEE IE U u 9 


OPi 


und für die Grössen C;,(z|p) ergeben sich die Ausdrücke 
’ 2 9 ; d: 
8.) Celp) = ZPip)Au®) Ger... 
J= 


Da nach Voraussetzung die Funetionen p,(z|p) in &,, ©, ... x, homogen 
sind, so sind auch die Functionen X, homogen, und zwar, wie man sich 
leicht überzeugt, ebenso wie die Functionen g, homogen vom ersten Grade. 


v1. 
Wir haben nun noch die Gliederzahl g des für C,(z|p) gefundenen 
Ausdrucks festzustellen. Wir beweisen zunächst, dass g nicht kleiner als 
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m sein kann, hierauf, dass g auch nicht grösser als m sein kann, woraus 
dann folgt, dass g=m sein muss. 
Der erste Theil des Beweises beruht auf der über die Funetionen 
y, gemachten Voraussetzung (IV., 1)), dass die » Ausdrücke 
" Ogp,(xzp 
3 ZN P) p , 1 Fa 


(== op; 


nur dann gleichzeitig für alle Werthe der x verschwinden können, wenn 
die m Differentiale dp, verschwinden. 
Nach V., (1.) und (5.) ist nämlich 


oyı(z p) 


47 OÖ P} (x p) i ed 4 2 / Mr 
>. r d i Ei > > (Ü x d ); 
6==1 Op: p I Pr Pe‘ 'P} OL u ! 
n J N] ‘ \ 
Eis I y; Opi(® P) 
= 3 8, 8Pi(p)ap, 
nat je Yizal CL u 


Aus der über die Funetionen 9, gemachten Voraussetzung ergiebt sich somit 
erstens, dass g — m ist, und 


zweitens, dass nicht alle aus m Verticalreihen des Systems 


‘(p) (p, lm Di / N (ü 
P,(p). P;(p), P;(p P oo... P'(p 


/ 


sebildeten Determinanten mten Grades verschwinden dürfen. 
Wäre 9 > m, so ergäben sich aus den Gleichungen V., (4. 
EPi(r 


ur, ( Pi 


OF Er P‘(p) (12... .. 9) 
durch Elimination der Differentialquotienten algebraische Gleichungen zwi- 
schen den Grössen r und p. Da derartige Gleichungen nicht bestehen 
(IV., 4a)), kann demnach g auch nicht grösser als m sein; es ist somit 
g=m. 

Da die Determinante der Pi(p), folglich auch die Determinante der 
P‘(r) (IV., 4)) nicht identisch verschwindet, so sind die Grössen r dureh 
die Differentialgleichungen 


q Ir, 
any h f .\ ‘ 3 —— #7 f N ‘ ) 
zZ zit) Op — P‘(p) (1 A en a ) 


vollständig bestimmt, sobald noch die den Anfangswerthen der p entsprechen- 
den Anfangswerthe der r gegeben sind. 

Als Anfangswerthe der p wählen wir diejenigen Werthe dieser 
(srössen, denen die identische Substitution entspricht. Aus den Funetional- 
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gleichungen 

3EPWNN H=nelp, = mer) | 
geht hervor, dass für diese Werthe der p die Grössen r mit den Grössen q 
zusammenfallen. 


v1. 
Die in Artikel V., (5.) nachgewiesene Ausdrucksform der Functionen 
C,(z|p) . 
u\#|P/ 
BEN, u u Di \wj \ fE wu ne 
CP) " = Pi(p)Au®) 64 a € 


führt zu einer bemerkenswerthen Umformung der Differentialgleichungen 
(Y., (13) 
Op; ) n = i ir op, 
= Ziel) 5 = EZ EP) 


( Pi u wei OL u 
Da nämlich, wie im vorigen Artikel MEERE wurde, die Determinante 
der P; nieht verschwindet, so kann man die vorstehenden Gleichungen nach 
in 


.. ei r ( .. .. 2 ‘ . 
den Ausdrücken EX, - auflösen, und man erhält dann Gleichungen der 
a1 


dA 


Form 


i—1 ; u Js FEB 


AM) 3, 

Diese PER NENUNEIRENTEN haben die charakteristische Eigenschaft, 
dass die Coefhieienten der Differentialquotienten nach den Grössen x nur 
von den Grössen z, die Coefficienten der Differentialquotienten nach den 
Grössen p nur von den Grössen p abhängen, und dass ausserdem die aus 
den letzteren Coeffieienten gebildete Determinante nieht verschwindet. Die 
Ditferentialgleiehungen (D.) bilden ein vollständiges System, d. h. es dart 
sich aus diesen Differentialgleichungen durch Ditferentiation und Elimination 
der höheren Derivirten keine von denselben unabhängige lineare Difterential- 
gleichung ergeben. 

Nun erhält man durch das angegebene Verfahren die Difterential- 
gleichungen: 

EEFL CE ul 30 En AP A 2 2 Fe 


OP; wei Oz, 7) Om, 
Es müssen sich demnach Multiplieatoren & so NONE lassen, dass 


oO ur a Ö ne 2 NeX 


OL, h—1 


(a.) P> 3(X >; 


u 
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und 
\ 0; 00; " 
(b.) (0, 2-08 77) =. - 280 
h=1 Op) { pP } 1 
MEET... We 2... & 


Da die Determinante der Q' nicht verschwindet, so sind die Grössen 


&' durch das zweite Gleichungssystem vollkommen bestimmt: sie sind somit 
unabhängig von den Variabeln «x. 


Da ferner zwischen den Funetionen X, — wie sich unmittelbar aus 
der in Artikel V. gegebenen Definition dieser Funetionen ergiebt keine 
Relation der Form 

EN!LEXN +... Le"X" = 0 


el Et 


mit von den Variabeln x unabhängigen Uoeffieienten e besteht, so sind die 
Grössen &‘ auch durch die Gleichungen (a.) vollkommen bestimmt. demnach 
unabhängig von den Grössen p, also constant. Ich bezeichne sie als 
„charakteristische Constanten“ des Gleichungssystems (1.). 

Man überzeugt sich leicht, dass die Gleichungen (b.) auch die noth- 
wendigen und ausreichenden Bedingungen für die Integrabilität der Diffe- 
’p 1% p 17 * f 7" 
rentialgleichungen (V.) 

PER or n 
5 P:(r :F# p 
J 1 : ( p E 
ausdrücken. 
Wir haben nunmehr das folgende Resultat: Damit die Gleiehunzen 


(S.) yYı = Yy,(lz|p 
eine eontinuirliche Transformationsgruppe definiren, müssen folgende Be- 
dingungen erfüllt sein: 

1) Die » Functionen %, genügen einem System partieller, linearer 
und homogener Differentialgleiehungen (D.). Die Coefficienten dieser Difte- 
rentialgleichungen, welche in die Differentialquotienten nach den Parametern 
p multiplieirt sind, hängen nur von den Parametern ab: die Üoefficienten 
der Difterentialquotienten nach den Variabeln x hängen nur von diesen 
Variabeln ab. Die aus den ersteren Coeffieienten gebildete Determinante 
verschwindet nicht; die letzteren genügen keiner Relation der Form 


ENLER+...t0,X" = 0 


-_+ 
u A u % ı u 


mit von den Variabeln x unabhängigen Coefficienten e. 
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2) Die Coefficienten der Differentialgleichungen (D.) genügen den 
Integrabilitätsbedingungen («a.) und (b.). 


4 


3) Einem bestimmten Werthsystem der Parameter 


pı =, PN, ::-: MU 


entsprechen die Functionswerthe 
0, Bun 4, 

Wir beweisen nun, dass auch umgekehrt die angegebenen Bedingungen 
ausreichen, damit die Substitutionen ($.) eine continuirliche T'rransformations- 
gruppe bilden. Zu diesem Zwecke haben wir nachzuweisen, dass sich aus 
den Gleichungen 

= 9Wld), = Nilelp) Bei... 
durch Elimination der Grössen y ein Gleichungssystem 3, = 9, (z|r) ergiebt, 
WO 7x 75, ».. 7, Funetionen von pP, Pr ++ P„ Und 9,9. » .. 9, bedeuten. 
Wir haben ferner nachzuweisen, dass bei gegebenen Werthen der Grössen 
p die Grössen g so gewählt werden können, dass die Grössen r vorge- 
schriebene Werthe erhalten (vergl. Art. IV.). Der letzteren Forderung ge- 
nügen wir jedenfalls, wenn wir die Grössen r durch die Differentialgleichungen 


ud Pi / N Or, re if‘ zu ) 
22h, — P‘(p) (i,j=1, 2, ....m) 
mit den Anfangswerthen 
=; für pi =, 6=1,2,..") 


bestimmen. 

Wir haben nun noch nachzuweisen, dass die so bestimmten Grössen 
r den » Gleichungen 23, = y,(z|r) genügen, oder mit anderen Worten, wir 
haben zu beweisen, dass die » Funetionen w = 23,—g;(«|r) identisch ver- 
schwinden. Nun ergiebt eine Rechnung, welche der im Anfang des Artikels 
V,. durchgeführten vollkommen analog ist, dass die Differentialquotienten 
der Funetionen w, nach den Parametern p sämmtlich verschwinden. 

Da nun die Functionen w, für das Werthsystem rn der Parameter p 
verschwinden, so verschwinden sie identisch. 

Sofern die Funetionen Q und X nicht besonderen Bedingungen ge- 
nügen, bestimmen die partiellen Differentialgleichungen (D.) wohl eine 
eontinuirliche 'Transformationsgruppe, aber die T'ransformationen der Gruppe 
sind nieht algebraisch. Ein Theil der hierfür erforderlichen Bedingungen 
lässt sich nachweisen: man kann die nothwendigen und ausreichenden Be- 
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dingungen angeben, welchen die eharakteristischen CUonstanten &, genügen 
müssen, damit den Differentialgleichungen (b.) mm algebraische Funetionen 
0), deren Determinante nicht verschwindet, genügen. Ich gehe hierauf 
an dieser Stelle nicht weiter ein, um die vorliegende Abhandlung nicht 


iiber Gebühr auszudehnen. 


VIu. 
Der Umstand, dass in den Differentialgleichungen 
(D. Bu r_ Er Mn 0 
\ / ni “) op, Pac 44 ( 2, 


die Coetficienten QO nur von den Parametern p, die Coetficienten A nur von 
den Variabeln x abhängen, hat zur Folge. dass auch die Differentialglei- 
chungen 


{ E.) > x -- {) 


ein vollständiges System bilden. 

Diese Differentialgleichungen brauchen nicht alle von einander un- 
abhängige zu sein, denn wir haben nur vorausgesetzt, dass zwischen den 
Funetionen X keine lineare helation der Form 


ce X:i+cX; ae EX =: () 


; | 
mit constanten Üoetficienten e stattfindet. 

Wir wollen annehmen, von den m Gleichungen (E.) seien die m’ ersten 
von einander unabhängig, dagegen sei jede der m—m' letzten eine Folge 
der m’ ersten. Die ersteren bezeichne ich als wesentliche, die letzteren als 
überzählige Gleichungen. 

Den Differentialgleichungen (E.) genügen a—m' von einander unab- 
hängige Funetionen der x. Diese Funetionen haben die Eigenschaft. dass 
sie durch das Substitutionensystem 

(S.) = y.(Ep) 
in sich selbst transformirt werden, und umgekehrt genügt jede Function, 
welche diese Eigenschaft hat. den partiellen Differentialgleichungen (E.). 

Um zunächst den ersten Theil dieses Satzes zu beweisen, bemerke 
man, dass eine Lösung f(z) der Differentialgleichungen (E.) auch den Ditte- 
rentialgleichungen (D.) genügt. Jede Lösung der letzteren Differentialglei- 
chungen lässt sich als Funetion der » von einander unabhängigen Lösungen 


a 
Yy; = Yı(a\p) 
Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft ?. 14 
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darstellen. Es ist also f(x) gleich einer Funetion F(y) von yı. 9, :»- 9. 
Da nun F(y)= f(x) von den Grössen p unabhängig ist, und da ferner 
y,(e|a) =, ist, so bezeichnen die Funetionszeichen F und f dieselbe Fune- 
tion, es ist also f(y) = f(x), w. z. b. w. 

Nehmen wir nun an, es werde f(x) durch das Substitutionensystem 
(S.) in sich selbst transformirt, d.h. es bestehe die Gleichung f(y) = f(x 
für alle Werthe der unabhängigen Variabeln z und p. Dann genügt f als 
Funetion von Yı, 9, ».. 9. den Differentialgleichungen (D.). Andererseits 
Ist f unabhängig von den Parametern p, folglich genügt f auch den Diffe- 
rentialgleichungen (E.). 

Damit ist auch der zweite Theil des oben ausgesprochenen Satzes 
bewiesen. 

Betrachten wir die Grössen z,, 2, ... z, und 9,. %, ... 9, als ge- 
seben. Soll es dann ein Werthsystem der Parameter p geben, welches den 
» (sleichungen 

yı = PP) 

genügt, so müssen im Allgemeinen die gegebenen Werthe der x und y ge- 
wissen Bedingungen genügen. Auf Grund des bereits mehrfach erwähnten 
Eliminationstheoremes des Herrn Christoffel lassen sich diese Bedingungen 
vollständig ausdrücken durch eine Anzahl von Gleichungen der Form 
fy) = f(x), und es ist klar, dass die in diesen 'T'rransformationsrelationen 
auftretenden Functionen f Lösungen der partiellen Differentialgleichungen 
(E.) sein müssen. Da es nun a—m von einander unabhängige Lösungen 
dieser Differentialgleichungen „giebt, so sind durch die Transformationsre- 
lationen »—m von den Grössen y als Funetionen der m’ übrigen Grössen y 
und der =» Grössen © bestimmt. Bei gegebenen Werthen der x können 
also die Parameter p so gewählt werden, dass m’ von den Grössen y vor- 
veschriebene Werthe erhalten. — 

Das durch die Differentialgleichungen (D.) definirte Substitutionen- 
system 9, = Y,(z|p) ist nicht das einzige, welches jede den Differentialglei- 
chungen (E.) genügende Funetion in sich selbst transformirt. Man überzeugt 
sich hiervon auf folgendem Wege: 

Aus den Coeffieienten der Differentialgleichungen (E.) und n.m, 
verfügbaren Funetionen w; bilden wir die Funetionen 


3 = Zei) G=1,2..% el, 2..m). 


h=1 











Maurer. über Invariantentheorie. 107 


Die Funetionen wo, sind nun so zu wählen, dass die folgenden Bedingungen 
erfüllt sind: 

1) Die Functionen Z; sollen ebenso wie die Funetionen A, homo- 
vene Funetionen ersten Grades von m. @,, ... x, sein (Art. V.). Demnach 
müssen die Functionen w, homogene Funetionen nullten Grades von «x 
Dar on. u, WAR: 


2) Zwischen den Funetionen Z; darf keine Relation der Form 


/. 


Im1ıL oz z 0 


ea,+tCc27t+.- +c"2/" = 


mit eonstanten Üoeffieienten e bestehen. 


3) Von den Differentialgleichungen 


MET 
(E 5) By . 


1 O4 


u () 
u u 

sollen m’ — ebenso viele wie von den Differentialgleichungen (E. 
wesentlich sein. Die Zahl m, darf demnach nicht kleiner sein als m’. 


4) Die Funetionen Z; sollen einem System von partiellen Ditferential- 


vleichungen 


genügen, wo 0" eine Constante bedeutet. 
Es lässt sich nun immer ein System von m,m, Funetionen R} von 


m, Variabeln p,. p3. ... p,, angeben, welche den partiellen Differentialglei- 


chungen 
Z OR; ‚OR‘ en 
(€) >(R, -R-) = ZUR) | 
u Kent OPı ( Pi 1 


genügen und ausserdem die Eigenschaft haben, dass die aus ihnen gebildete 
Determinante nicht verschwindet. Auf den Beweis dieses Satzes will ich 
an dieser Stelle nicht eingehen; ich behalte mir vor, denselben im Zu- 
sammenhang mit den am Schlusse des vorigen Artikels erwähnten Unter- 
suchungen mitzutheilen. 

Bestimmt man nun » Funetionen y, durch die Ditterentialgleichungen 


! u ( G } - GEBEN ( % E; 1 \ 
(D') ZRA_,EU 0 (= | 
j—1 ( P; u-1 ' OLu 


und die Anfangsbedingungen 


= fü p=n A=12%..n;6 


1, 
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so bilden die Substitutionen 

{ r.% a ! . 

(S.) yı = 9@lp) 
eine eontinuirliche 'T'ransformationsgruppe mit m, verfügbaren Parametern. 
Die Substitutionen dieser Gruppe transformiren ebenso wie die Substitutionen 
(S.) jede Funetion, welche den Differentialgleichungen (E.) genügt, in 
sich selbst. 

Den Bedingungen, welchen die Funetionen w;, unterworfen sind, kann 
man genügen, indem man diese Funetionen Uonstanten gleichsetzt. Als- 
dann ist m, =m zu setzen, und man genügt den partiellen Differentialglei- 
chungen (e.), indem man 

Ri — 2,0! im ...m) 

h=1 
setzt. Dann sind aber die Differentialgleiehungen (D'.) nur eine Umformung 
der Differentialgleichungen (D.); beide Gleiehungssysteme definiren somit 
dieselbe Transformationsgruppe. Sollen die Transformationsgruppen (8. 
und (S.) verschieden sein, so dürfen demnach nicht alle Funetionen »; von 


den Variabeln x unabhängig sein. 


IX. 
Bei der bisherigen Untersuchung kam nicht in Betracht. ob jede der 
» Funetionen g,(x|p) von allen » Variabeln z,., ©, ... x, abhängt, oder 
ob in eine Anzahl dieser Funetionen nur ein Theil der Variabeln x eingeht. 
Wir wollen nunmehr voraussetzen. die s Funetionen %,, $. ... Y, hängen 
nur von den Variabeln z,, &,, ... x, und den m Parametern p, aber nicht 
von den Variabeln z,,,, Zus «+. € 


s+?2 


„ ab. Unter dieser Voraussetzung ist 
nicht nur durch die » Gleichungen 


(S., yı = Pılz)p) a, 
sondern auch durch die s ersten von diesen Gleichungen — ich bezeichne 
sie mit (S,.) — eine continuirliche Transformationsgruppe definirt. Jede 


der s Funetionen %,. Ya, .. . Y, genügt den partiellen Differentialgleichungen 


S )' op v Y pa 0 
— ( J ) Tr +4 u N, u j 
| ( Pi ul OL u 


und die Coefhieienten dieser Differentialgleichungen A’, X, ... X! hängen 


nur Von 7, 2, ... 7,, aber nicht von z,,1, 242, ».. z, ab. Im vorliegen- 
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den Fall bilden somit nicht nur die m Differentialgleichungen 


\ u | 
(E.) zx- 4 0). 
ü sondern auch die Differentialeleichungen 
n 
N | (E,.) ZA, 3 () 
N | ein vollständiges System. Das System (E.) bestimmt die Funetionen von 
- | Ti, 2... z,, welche durch die Substitutionen (S.) in sich selbst transfor- 
“ | mirt werden; das System (E,.) bestimmt die Funetionen von #,, 2. ... 7, 
welche durch die Substitutionen (S,.) in sich selbst transformirt werden. 
Die eben angegebene Eigenschaft der Funetionen X. A. ... X, 
| | nur von den Variabeln z,. ©. ... x, abzuhängen, ist nicht nur erforderlich. 
” | sondern. wie man sich leicht überzeugt, auch hinreichend, damit von den 
t | n Functionen y, die s ersten von £,,,. 2... ... x, unabhängig sind. Lassen 
sich die im vorigen Artikel (S. 106) eingeführten Funetionen ww; so wählen, 
N | dass sie von 2, 73, ... z,, aber nieht von z,,1, 7... -.. z, abhängen, so 
sind demnach auch von den » Funetionen g,, welche durch die Differential- 
gleichungen (D'.) des vorigen Artikels und die zugehörigen Anfangsbedin- 
ungen bestimmt sind, die s ersten unabhängig von 2... 2... -.. 7. 
Die Substitutionen der Gruppe 
(S.) = Meip, 
haben sonach mit den Substitutionen der Gruppe (S.) nieht nur die Eigen- 
| schaft gemein, alle Funetionen, welche den Differentialgleiehungen (E.) ze- 
nügen, und nur diese in sich selbst zu transformiren, sondern auch die 
Ä | weitere Eigenschaft, die s ersten der neuen Variabeln nur als Function der s 


ersten der ursprünglichen Variabeln auszudrücken. 

Halten wir an der Voraussetzung fest, dass die s ersten der Fune- 
tionen g, nur von den s ersten der Variabeln x, abhängen. und nehmen 
wir ausserdem an, dass die »—s letzten der Funetionen g, nur von den 
n—s letzten der Vartabeln r, abhängen. Hierfür ist erforderlich und hin- 
reichend, dass von den z» Funetionen X, X, ... A, Gi =1, 2... m) dies 
ersten nur von &,, 23, :-. z,, die a—s letzten nur von r... Lix ... 7 
abhängen. - 

Sollen in der Gruppe der Substitutionen 


Ss. Y, g,(z\p 


\ 
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die Variabeln in derselben Weise separirt sein, so dürfen die Funetionen 
»w, des vorigen Artikels weder von &,, ©, ... z, noch von &,,.1, Lu. ® 
abhängen: sie müssen in Constanten übergehen. Aber dann sind die Gruppen 
(S.) und (8) nicht verschieden. Es kann demnach nur eine continuirliche 
Gruppe geben, in deren Substitutionen die Variabeln in der angegebenen 
Weise separirt sind, und welche ausserdem alle Lösungen der Differential- 
gleichungen (E.), und nur diese in sich selbst transformirt. 


9 
Die im Vorangehenden entwickelte Theorie der eontinuirlichen Trans- 
formationsgruppen bietet nun die nöthigen Hülfsmittel zur Weiterführung 
unserer formentheoretischen Untersuchung. 
Es bezeichne wie oben 
Ra, 8, 2. Bi, ii, 6) > Fi W) 


! 


die allgemeine Form der Klasse 2. Dieser Klasse sei eine eontinuirliche 


Gruppe — wir wollen zunächst annehmen, zweiter Gattung — mit m ver- 
fügbaren Parametern zugeordnet 
(T.) yı= Y,(zlulp), e„=w,QWp) a=ı2..na=12%...N, 


Die » Funetionen g genügen einem System partieller Differentialgleichungen 


n\ IM _ HN IM _ sm IM _ og. 
(D..) 30; =——- —- 24, — ZU, —— = 0); 
je Op; v—1 OL, v1 OU, 
die # Funetionen ı genügen dem System 
= ! + nd ! 
ID .OWw ow 
{ \ i u \ ? u e. 
(D..) E20; — FU: = 0, 
J 1 Op; vl ou v 
((=1,23 ..m; A 1, 2, ...0;: M a: 


und hier sind die Grössen Q; Functionen der p, 
die Grössen U}; Funetionen der «, 
die Grössen X Funetionen der # und der x. 

Ist die zugeordnete 'Transformationsgruppe erster Gattung, so erhal- 
ten wir an Stelle der Gleichungen (D,.) ein System von Differentialglei- 
chungen, in welchen die Coefficienten der Differentialquotienten nach den 
Variabeln x nur von diesen Variabeln, nicht von den: Variabeln « abhängen. 

Die Form f(x, a) selbst genügt den Differentialgleichungen 

(E.) 3x ı sul 0 ERERREN 


) 
vl OL, vl ou, 
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Die Invarianten der Formenklasse sind bestimmt dureh die Differential- 
eleichungen 


(I) zu? 


1 ou, 


() ( 


Ist m’ die Anzahl der wesentlichen unter diesen Differentialgleichungen, so 
hat die Formenklasse ?—m' von einander unabhängige Invarianten, 

Einer Formenklasse kann nur eine 'Transformationsgruppe erster 
Gattung zugeordnet sein, dagegen können derselben Klasse Transformations- 
gruppen zweiter Gattung in endlicher oder unendlicher Zahl zugeordnet sein. 
Allen zugeordneten Gruppen entspricht ein und dasselbe Invariantensvstem, 
nämlich das System der Lösungen der Differentialgleichungen (7.). 

Die Form f(x, «) ist im Allgemeinen nicht die einzige Lösung der 


Differentialgleichungen (E.). Jede von f(x,ua) verschiedene Lösung dieser 


1 


Differentialgleichungen ist als Covariante der Grundform f(x,u) zu be- 


traehten. 


XI. 
3ezüglich der Einteilung der Formen einer bestimmten Ordnung in 
Formenklassen wurde im dritten Artikel festgesetzt: Sind alle Formenklassen 
bis zur öten einschliesslich festgelegt, so ist die (@+1)te Klasse (2,,, so zu 
bestimmen, dass durch die der Klasse 2, zugeordneten Substitutionen jede 
Form der Klasse 2,., in eine Form derselben Klasse transformirt wird. 
Nehmen wir an, die Form f(r,«), welche bei unbeschränkter Va- 
riabilität der Grössen # der Klasse 2, angehört, gehe in eine Form der 
Klasse (2,,, über, wenn die Variabeln # den Gleichungen 
@.) wer ut ... Ale) =d 
senügen. Wir setzen voraus, dieses Gleiehungssystem sei irreduetibel, und 
es bestimme %k der Grössen ®, etwa %_ı.1. Wr -.. 4. als Funetionen 
der übrigen. 
Durch eine der Klasse (2, zugeordnete Substitution 
(T.) y; = Yp,(zlulp), e„= w,(ulp Ü 
wird f(x, u) in f(y, e) transformirt. 
Soll f(y, ®) 


) ebenso wie f(z,u) der Klasse (2,,, angehören, so muss 
das Gleichungssystem (@.) das Gleichungssystem 
(@.) H,eo)=V9, meo)=0, ... AZ.) =0 


zur Folge haben. 
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Damit dies der Fall sei, ist erforderlich und hinreichend, dass zu- 
sleieh mit den Funetionen /Z,@w) auch die Ausdrücke 

zu 
v1 ou, 
verschwinden (für <= 1,2,...m; h=1.2,... k‘). 

Um vorerst zu beweisen, dass die angegebene Bedingung erforder- 
lich ist, betrachten wir zunächst die Grössen z,, %. ... ”, als unabhängig 
variabel. Dann genügen die Funetionen 7/,(e) den partiellen Differential- 
oleichungen: 


'D..) >00 


IL) _ Sqy Oo) 


ai, 

Op; yon! ON, 

da jede der £ Functionen e, = w,(a|p) denselben genügt. Nehmen wir nun 
an, die Grössen a und © genügen den Gleichungen (@.), beziehungsweise 
@.). Da letztere für beliebig gegebene Werthe der Parameter erfüllt sein 
müssen, so verschwinden mit den Funetionen //,@) auch die Differential- 
quotienten derselben nach den Parametern. beachtet man nun, dass es 
ein Werthsystem der Parameter giebt, für welches die Grössen o den ent- 
sprechenden Grössen # gleich werden, so kommt man zu den vorhin an- 
segebenen Bedingungen. 

Ks ist noch zu beweisen, dass dieselben auch hinreichen. 

Eine von Jacobi vielfach gebrauchte Bezeichnungsweise anwendend, 
schliesse ich die Differentialquotienten nach einer der Grössen #,, %. ... %,_., 
bei deren Ableitung auf die Abhängigkeit der Grössen %,_.1, Wars ++» 4, 
VON 2, %. 2... %,_, hücksicht genommen ist, in Klammern, um sie von den 
Ditferentialquotienten zu unterscheiden, welche unter der Voraussetzung ge- 
bildet sind, dass alle # Grössen « unabhängig variabel sind. 

Da die Gleichungen (@.) für alle Werthe der unabhängigen Variabeln 
H,, or +. 4,_, erfüllt sein müssen, so ist 


( OHı<u) \ 2 Ola) 5 oIl.Qu) ou, \ 
\ ou; / OU, v-t—k+ı) OU, ou; / 


tr i=- 1,2. ek ha ie 
Die Gleichungen 


== 0 


zul) _ Q 
v1] 


ou, 

lassen sich nunmehr ersetzen durch die Gleichungen 

Au : nf On, N Ole) 

B " \U,— = U; “ 
N. — 


ROEE. ... © ou; /)  Ou, 


= 9, 
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Da die Gleichungen (@.) nach Voraussetzung nach %,_,,1. Wi... ».. a, auf- 
lösbar sind, so folgt 
Tı . if ou, 
(A.) n- zu) = 0 
) l ou; 


wild... u; rel 2... oh 
In den Differentialgleichungen (D;,.) ersetzen wir nun 


oIIl,(v oIL,(v oll,(e) 7 Ou, 
he) durch ( - )- 2 5 | ) 
ou} ou, - er OU; 
für 4 = ..„t—k). Wir erhalten bei Berücksichtigung der Gleichungen (A. 
si oe) z SU ol, 2) — . 
— u zu ou, 


Für das Werthsystem der Parameter, für welches die Grössen » den Grössen 
a gleich werden, verschwinden die Functionen /J,(e) und alle ihre Ditte- 
rentialquotienten nach den Variabeln «,. %. ... %_,. Für dieses Werth- 
system der Parameter verschwinden demnach auch alle Differentialquotienten 
dieser Funetionen nach den Parametern. Die Funetionen //,(e) verschwin- 
den somit identisch, d. h. für alle Werthe von p,. p:. ... p,, und u, ı.... 

b. w. 

Wir haben im Vorangehenden die nothwendigen und ausreichenden 
Bedingungen nachgewiesen, damit eine bestimmte der Klasse (2, zugeordnete 
Transformationsgruppe (T.) jede Form der Klasse £2,., in eine Form Jer- 
selben Klasse transformirt. 

Diese Bedingungen sind nun der Art, dass, wenn sie erfüllt sind, jede 
der Klasse (2, zugeordnete Gruppe die Formen der Klasse (2, in Formen 
derselben Klasse transformirt. 


XI. 


Die allgemeine Form f(x, «) der Klasse (2, genügt den .„invariantiven“ 


ı 


Difterentialgleichungen 


(E) ses 0 
k A] ‚or, / 1 OU; 


Die Form f(z, u) wird zur allgemeinen Form der Klasse 2,,,. wenn die 
Grössen a den Gleichungen (@.) des vorigen Artikels genügen. 
In diesem Fall hat man in den Difterentialgleiehungen (E.) die Ditfe- 
Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft 2. 1.) 
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of 


ou 


zu ersetzen durch die Ausdrücke 


ou, 
A=1,2..t-K), 
ou, ou, 


v=t— MR Ou, 


rentialquotienten 


Wegen der Gleichungen (A.) des vorigen Artikels gehen alsdann die Glei- 
chungen (E.) über in: 

(E'.) YX e € 7) = — (0) (=1l,2,..m), 

2,4 7 i=1 

Aus den ee (E.), welchen die allgemeine Form der 
Klasse (2, genügt, ergiebt sich somit ein völlig analoges System von Diffe- 
rentialgleichungen, welchen die allgemeine Form der unter der Klasse 2, 
enthaltenen Klasse (2,,, genügt. In gleicher Weise ergeben sich aus den 
Ditterentialgleichungen 
1 sun _ 0 EN 


/. ) 
, isı "ou 


welche die Invarianten der Klasse (2, bestimmen, die Differentialgleichungen 


(T) zUu;(57) = 


() Ge), 2... m), 


welchen die Invarianten der Klasse 2, genügen. Die allgemeine Form 
der Klasse 42,, unter der alle anderen Klassen enthalten sind, genügt den 
bekannten rn Aronholdschen Differentialgleichungen 


ut _D,N 


OLu 
Folglich genügt die allgemeine Form einer beliebigen Klasse 2, partiellen 
Ditterentialgleichungen der Form 


ef +2 y U“; of — () G.u=1,2%,...n), 


Or, a. ou, 
wo die Üoeffieienten U/“ nur von der zweiten Variabelnreihe abhängen. 

Die Anzahl der wesentlichen unter den Differentialgleichungen (7'.) 
kann nicht grösser, wohl aber kleiner sein als die Anzahl m’ der wesent- 
lichen unter den Differentialgleichungen (7.). 

Es kann aber der Fall eintreten, dass die allgemeine Form der 
Klasse (2,,, ausser den Differentialgleichungen (E'.) noch weiteren, von 
diesen unabhängigen Differentialgleichungen derselben Form genügt, und 
dass dementsprechend die Invarianten der Klasse 2,,, ausser den Diffe- 
rentialgleichungen (7.) noch weiteren von diesen unabhängigen Differential- 
gleichungen genügen. 
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Die Anzahl der wesentlichen unter den Differentialgleichungen, wel- 
che die Invarianten der Klasse (2,,, bestimmen, kann somit gleich der An- 
zahl der wesentlichen unter den Differentialgleichungen, welche die In- 
varianten der Klasse 2, bestimmen, oder kleiner oder grösser als diese 
Anzahl sein. Dementsprechend sinkt beim Uebergang von der Klasse 2 
zur Klasse @2;,, die Anzahl der unabhängigen Invarianten entweder um 
ebensoviel Einheiten wie die Anzahl der unabhängigen Variabeln der zweiten 
Reihe, oder um weniger oder um mehr Einheiten. 


XI. 

Vom Standpunkt der Invarliantentheorie ist besonders die Klassen- 
eintheilung von Interesse, welche nur an solche Relationen zwischen den 
Coeffiecienten der algebraischen Form geknüpft ist, die eine Vermehrung 
oder eine Verminderung der die Invarianten bestimmenden wesentlichen Ditfe- 
rentialgleichungen bewirken. 

Eine derartige Klasseneintheilung führt zu einer merkwürdigen Er- 
weiterung des Aequivalenzbegriffes. Zwei Formen der Klasse (2, sind als 
äquivalent zu bezeichnen, wenn die eine durch eine der Klasse zugeordnete 
Substitution in die andere transformirt werden kann. Nun ist aber eine 
eigentliche Form der Klasse (2, uneigentliche Form jeder der die Klasse 


“2, enthaltenden Klassen 2,_, 2, ... (3. Neben der Aequivalenz „inner- 
halb der Klasse 42," giebt es demnach auch eine Aequivalenz innerhalb der 
Klasse (2,_,,. eine Aequivalenz innerhalb der Klasse (2, ,, u.s. w. Dem- 
entsprechend hat eine Form der Klasse 2, ausser den der Klasse (2, zu- 


geordneten Invarianten, den „Moduln“, noch weitere Invarianten, welche den 


die Klasse 2, enthaltenden Formenklassen zugeordnet sind. 


XIV. 

Es lässt sich nachweisen, dass zu den »» Aronholdschen Ditterential- 
gleiehungen, welche die Invarianten der Klasse (2, bestimmen, nur dann 
weitere hinzutreten können, wenn die Diseriminante der algebraischen Form 
verschwindet. Eine weitere Vermehrung der invariantiven Differentialglei- 
ehungen tritt ein, wenn auch die Differentialquotienten der Diseriminante 
nach den Coefficienten der Grundform verschwinden. u. s. w. 

Eine direete Untersuchung der Relationen zwischen den Üoetfieienten 


1 ar 
L:) 
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der Grundform, welche zu einer Vermehrung der invariantiven Differential- 
gleichungen führen, stösst jedoch auf kaum zu überwindende Schwierigkeiten, 
wenn die Anzahl dieser Relationen einigermassen beträchtlich ist. Zur 
weiteren Durchführung der im Vorangehenden entwickelten Prineipien em- 
pfiehlt es sich daher, einen anderen Weg einzuschlagen. 

Wir haben bisher die Gesammtheit der homogenen Formen von 
n Variabeln zunächst eingetheilt nach ihrer Ordnung in Bezug auf das erste 
Variabelnsystem. Die Formen einer Ordnung wurden dann weiter in Klassen 
eingetheilt, welche durch die Anzahl der Variabeln der zweiten Reihe und 
die invariantiven Differentialgleichungen der Klasse charakterisirt sind. Diese 
Kintheilungsprineipien können wir nun auch in anderer Reihenfolge anwenden. 

Wir theilen die Gesammtheit der homogenen Formen von » Varia- 
beln zunächst in Systeme nach der Anzahl der Variabeln der zweiten Reihe. 

Jedes dieser Systeme ist dann in Klassen einzutheilen, deren jede 
durch ein System invariantiver Differentialgleichungen charakterisirt ist, und 
schliesslich sind dann die Formen einer Klasse nach ihrem Grad in Bezug 
auf die erste Variabelnreihe in Ordnungen einzutheilen. Das Problem der 
Klasseneintheilung führt somit zu der Aufgabe, die Systeme von invarianti- 
ven Differentialgleichungen anzugeben, welche bei einer gegebenen Anzahl 
von Variabeln möglich sind. Diese Aufgabe ist eine im Wesentlichen be- 
stimmte, weil, wie im ersten Artikel bemerkt wurde, die Variabeln der zwei- 
ten Reihe beliebig gewählt werden dürfen, also zwei Systeme invariantiver 
Differentialgleichungen als nicht wesentlich verschieden zu betrachten sind, 
wenn das eine in das andere durch eine auf die zweite Variabelnreihe be- 
zügliche Substitution transformirt werden kann. 

Wesentliche Hülfsmittel zur Behandlung des Problems bieten die in 
Artikel VII. (8. 104) erwähnten Eigenschaften der charakteristischen Con- 
stanten und der in Artikel XII. bewiesene Satz, wonach die Form von nn 
der invarlantiven Differentialgleichungen bekannt ist. 











Zur Definition des Systems der 4° geraden und 
ungeraden Thetafunctionen. 


(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 


$1. 

R: giebt zwei Arten, Functionen zu definiren: entweder man giebt 
ihren analytischen Ausdruck, oder man stellt Bedingungen, denen sie ge- 
nügen sollen. Bei der Untersuchung der 'T'hetafunetionen von mehreren 
Variabeln, O(a,,... %,),., geht man in der Regel aus.von der sehr charak- 
teristischen Darstellungsform durch die Exponentialreihen. Nun giebt es 
aber für eine und dieselbe Funetion unendlich viele Darstellungen dureh 
eanz verschiedene T'hetareihen, und wenn man sieh für eine derselben ent- 
scheidet, wird zugleich eine Periodengruppe bevorzugt. Man kann des- 
halb fragen: Giebt es Eigenschaften der 'T’'hetareihen, auch ausser den all- 
semeinen Sätzen über ihr periodisches Verhalten, die sich aussprechen lassen 
ohne Beziehung auf eine bestimmte Periodengruppe? Solche Eigenschatten 
existiren wirklich; wir betrachten sie als wesentliche, so zufällie und un- 
wichtig sie auch auf den ersten Anbliek erscheinen mögen, und wir werden 
sie benutzen, um eine von jeder Darstellungstorm unabhängige Definition 
des Systems der 9, aufzustellen. Freilich liegt es in der Natur der Sache. 
dass wir auf diese Weise die einzelnen 'T'heta nicht vollständig charakteri- 
siren können; es bleibt eine gewisse Willkür übrıg. Aber es ist schon ein 
Fortschritt, wenn man die wesentlichen, das heisst invarianten Voraus- 
setzungen von den unwesentlichen trennt. 

Die Haupteigenschaft der Thhetafunetionen besteht in ihrem periodi- 
schen Verhalten und darin, dass sie transcendente ganze Funetionen von 
U... 4, Sind. Zur Aufstellung der Additionstheoreme muss aber ausser- 
dem eine Formel gegeben sein, welche aussagt, wie die einzelnen 'T’heta 
in einander übergehen, wenn man die Argumente um irgend welche halben 
Perioden vermehrt. Die Additionstheoreme lassen sich auffassen als alge- 
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braische Gleichungen zwischen Adelschen Functionen von dieser Form: 
d- at I Hu tb In. 
Ku,...), u, ta, +b,...)ıu 

Es handelt sich also mehr darum zu bestimmen, welche Aenderung 
ein soleher Ausdruck erfährt, als um die Aenderungen der einzelnen Thheta 
im Zähler und Nenner von ?. Da es hierbei auf die Werthe der Con- 
stanten @,, ».. @,, Di, ... d, nicht ankommt, so können wir sie gleich 
Null setzen. 

Ich hatte die eben erwähnte Aufgabe in einer früheren Arbeit be- 
handelt *), ich komme darauf zurück, um das dort gewonnene Resultat in 
einer etwas anderen Form auszusprechen. 

Es sei ©, irgend eine der 4° 'Thetafunetionen, 2@,, ... 2@®, eine be- 
liebige Periode, und 27,, ... 27, die zugehörige Periode zweiter Gattung. 
Dann ist: 

%u+29,...), > tert lu...) 


l nı® 


Wenn man aber die Argumente nur um die halbe Periode zunehmen lässt, 
so erhält man: 
Iu+8..). > VERUHIT Our 

wobei K den Index der betrachteten halben Periode bedeutet, und % eine 
vanze Zahl, deren Werth von dem Index m, aber auch von der halben 
Periode K abhängt **). Hieraus folgt: Wenn man in einem Quotienten zweier 
T'hetafunetionen 

u...) 

Olu,...)n 
die Argumente um eine halbe Periode vermehrt, so geht derselbe wieder 
in einen 'T'heta-Quotienten über, multiplieirt mit einer vierten Wurzel der 
Einheit. Man kann dies auch so aussprechen: 

I. Der Quotient zweier vierten Potenzen von T'hetafunetionen: 


9, 


Pu...) = gi 


geht durch Vermehrung der Argumente um eine halbe Periode stets wieder 


*) Zur Theorie der Abelschen Functionen von vier Variabeln, $ 2. Dieses Journal 
Bd. 102. 

“*) Die genauere Ausführung dieser Weierstrassischen Formeln findet man in den 
ersten Paragraphen meiner Schrift: Abriss einer Theorie der Abdelschen Functionen von 
drei Variabeln. Leipzig, 1580. 
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in einen Ausdruck derselben Form über: 


O%x 
i u \ m 
Plu+ß,...) = 9, 


ohne dass ein constanter Factor, oder auch nur ein negatives Vorzeichen 
hinzutritt. 
Es sei nun: 
Pr.=609,., P.=66.- 
Solehe Ausdrücke nannten wir Produete erster Stufe, und ZL oder (0, L) ihre 
Basis. Der Quotient beider P ist eine Abelsche Function. Aendert man 


in dieser die Argumente um die halbe Periode K, so geht: 
a Er 
über *). Hieraus folgt: 
II. Die Quotienten der Quadrate von zusammengehörigen Func- 
tionen erster Stufe permutiren sich unter einander, wenn man «,, ... a, um 
irgend welche halben Perioden vermehrt. Ist 


a 2 ():@: 
P(u..)= > - 


PO OO}, ’ 
so Ist 
I:,0: 
/, 2 u \ a8 aK aKl 
Du, 7, . ..) .— O:, O},, . 


In diesem Satz ist der vorangehende zugleich enthalten, wenn wir den Fall 
L=0 nieht ausschliessen. 

Das Vorzeichen in der Gleichung (1.) hatten wir durch das Symbol 
(K\ab) oder, insofern es noch von L abhängig ist, durch (K, ab, abL) dar- 
gestellt. Hieraus folgt, dass es ungeändert bleibt, wenn man gleichzeitig 
a durch aM, b durch bM ersetzt. Also geht gleichzeitig 

%) TEE 


über: M ist ein beliebieer Perioden-Index. das Vorzeichen ist dasselbe wie 


vr 
ben] 
in Gleichung (1.). Folglich geht: 

Pr. Pau “ P,x Pıxru 

P, P; M P, K P, KM 
über. Nun sind aber 
re. = 0,0, In u > e ı® 


P,P,=0, 


*) S. Bd. 102, S. 313. 
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Producte zweiter Stufe mit der Basis Z, M oder: (0,L,M, LM). Wir haben 
also den Satz, der wiederum die beiden früheren als specielle Fälle umfasst: 
Ill. Der Quotient zweier Producte zweiter Stufe von derselben Basis 
wird durch Vermehrung der Argumente um eine halbe Periode in einen eben 
solchen Quotienten übergeführt, ohne dass ein Factor hinzutritt. 
Wir sehen jetzt ganz ab von der Darstellung der T'hetafunctionen. 
Wir setzen voraus, es sei eine Gruppe von unendlich vielen Grössenreihen 


2uw,, . . . 20,, 2n,. . . ° 2 
(A.) a, = SE. u 
ete. in inf. 





gegeben, die sich durch Addition und Subtraetion reprodueiren. Diese Gruppe 


giebt, die 


sei ferner so beschaffen, dass es transcendente ganze Functionen 
den Gleichungen 
(B.) O(u+2w,...) = te" mtwWdt- (u...) 
etc. 

genügen, und die durch diese Perioden-Eigenschaften bis auf constante Fac- 
toren bestimmt sind. Wie die Gruppe (A.) zu bilden ist, damit alle diese Be- 
dingungen erfüllt sind, dies ist eine von Herrn Frobenius behandelte Frage *). 

Es giebt dann 4° verschiedene Arten, die Vorzeichen in der Glei- 
chungsgruppe (B.) so zu bestimmen, dass sich die einzelnen Formeln nicht 
widersprechen; so sind die 4° Functionen ©, definirt, jede bis auf einen 
constanten Factor. 

Die constanten Factoren denken wir uns nun so gewählt, dass der 
Satz Ill., und somit auch I. und Il., besteht. 

Es sind dann folgende Fragen zu erörtern: 

Erstens: Welche Folgerungen lassen sich aus dieser Voraussetzung 
ziehen ? 

Zweitens: In wie weit werden durch sie die constanten Factoren der 
I'heta -bestimmt oder beschränkt? 

Drittens: Welche Vortheile kann man aus der grösseren Freiheit in 
der Definition der T’heta für die Aufstellung der T'heta-Relationen ziehen? 

Unsere Voraussetzung können wir auch so fassen. Es seien 4, L, 


*) Frobenius, Grundlage einer Theorie der Jacobischen Funetionen. Dieses Journal 
Bd. 97. 
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M, N irgend welche Perioden-Indices, ferner: 
O,1 an Iax Our REN 
9, 9.ıu 9ıs Om P> 
O,Kı O.K var OukımN £ 
),x Yarım Oakın Oak 
K K . i 
und @®,, @, ete. eine zum Index K gehörige halbe Periode. Dann muss stets 

R 
Y (11+0,...) = Wh...) 

sein. Denn offenbar ist p der Quotient von zwei T’heta-Produceten zweiter 


Stufe, die zu derselben Basis (0, ZM, LN, MN) gehören. 


$ 2. 


Wir setzen für den Augenblick 





9,1 ) ıM . f 

A ) 9,9, M 7 F 
| GO ,xı ak it 

x Iaxız I: 


K K 
Es sei ferner ©, @, ... eine zum Index K gehörige halbe Periode. Dann 


folgt aus unserer im vorigen Paragraphen gestellten Voraussetzung, dass 
durch diese haibe Periode f* in g’ übergeführt wird. Es ist also: 
K 
(2.) fwto,...) = Iglu ...) 
wo = +] ist. Wir betrachten jetzt dieses Vorzeichen d genauer. Da f 
eine Abelsche Function ist, so bleibt die Gleichung (2.) richtig, wenn man 


" 
die halbe Periode: &,... durch irgend eine eongruente ersetzt. Der Werth 
des Vorzeichens d kann also nur abhängen von den Indices a, K, L, MI. 
Der Index a kommt aber nicht in Betracht. Denn ersetzen wir ihn dureh 
irgend einen anderen Index 5 und bezeichnen die Funetionen, in welche da- 
durch f, g übergehen, mit F, @: 

2 I, y 

F : am u: eIc., 
so ist fF der Quotient zweier Producte zweiter Stufe. Dieser wird, unserer 
Annahme zufolge, durch die halbe Periode A direet in +9@G übergeführt. 
(zeht also f in dg, so geht gleichzeitig F in d@ über. Mithin hat das Vor- 
zeichen d keine Aenderung erfahren, indem wir a durch b ersetzten. Wir 
können deshalb setzen: 
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(3.) ö=(K,L 
In Bezug auf Z und M ist das Vorzeichen (K, L, M) sicher symmetrisch. 
Aber es lässt sich auch leicht beweisen, dass 


‚M). 


(K, L, M) = (L, K, M) 


ist. Denn halten wir den Index M fest, betrachten also nur a, K und Z 
als variabel, und setzen: 


R O.u 
4.) Go, = 
so wird: 
(3.\ = Ka 3 g= Bere, 
Kalb KaKu 


Nun wählen wir zwei halbe Perioden aus, die zu den Indiees X und L ge- 
hören; dann Ist: 


E 
(6.) 2.0 +8,...) = 8%, 70 ..), 
L 
«% 4. m+0.) = CYuılı--.), 
A L 
(8. 7. +90, +9..) = COX dı:..), 


wo ce, c', e' vierte Wurzeln der Einheit bedeuten. Aus (7.) und (8.) folgt: 
A 7 


z Ü 
y N eb 2 a f 
) #R, a0...) e' Kakt (Uı...), 


und. wenn man diese Gleichung in (6.) dividirt: 


K 
Pa ! 
g\ Kalt, +0...) _ CC Kur, 
Js K “r N 
C HakL 
Xıı(u, + w....) 
(sanz ebenso aber findet man: 
L 
(10. Ku tw...) _ CC Kar 
f n 0, HaKı, 


Xırlu, +w ...) 

Ks tritt also genan derselbe eonstante Factor 

cc 

C 
heraus, gleichviel ob man in der Abelschen Funetion 

p— te 

Hau 

die Argumente um die halbe Periode X, oder in 
7 
Yık 
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um die halbe Periode Z vermehrt. Das heisst, es ist: 
(I.) (K, L, M) = (L, K, M)), 
Damit ist die erste Grundeigenschaft des Zeichens (K, L, W) bewiesen: es 
bleibt ungeändert, wenn man die drei Indiees, von denen es abhängt. be- 
liebig unter einander vertauscht. 
Durch Vermehrung der Argumente um die halbe Periode K wird 
eleichzeitig: 


(11.) 


() ıl, On in K / 7 () Kl () KM 
9,9,ın 397 I YrOarıa 


und 
\ I, 9 vw „ O,xı hrs 
(12.) ik A | 
5 @), I,;x ’ € R (), k k) Kj 
übergeführt. In dieser letzten Formel setzen wir b= aM und multiplieiren 


sie dann mit der vorhergehenden. Dann folgt, dass durch dieselbe halbe 
Periode K: 
Our Gays . ‚17 ) nr I 


(13.) a Bu IC N 
(13.) En m ÄA,L, M)\K, L,N 


x ',; 
übergeht. Hieraus ziehen wir den Schluss: 
(1I.) (K, L,M)(K, L,N) = (K, L, MN). 
Dies ist die zweite Grundeigenschaft des Zeichens. Endlich ergiebt sich 
noch Folgendes. Es sei wieder 


(4) — X ‚ 


wobei wir M als fest betrachten. Ersetzen wir in dieser Formel a dureh 
aLM, so folgt: 


g,, | 
Jr 4 
mithin: 
G,,O.y 
(= yz 


Nun wählen wir eine halbe Periode, die zum Index LM gehört. Dann ist: 


(14.) Kat +81...) = CY.rulı. 
wo e constant ist. Hieraus folgt: 

(15.) Kl...) = CH u 9. ): 
Nun sei: 

Zu. Ya Urren ay,.(u,. 

(16.) | Ae\ BR 


\z LM\ Te Er uU... : 











124 Schottky, zur Definition der Thetafunctionen mehrerer Variabeln. 


Das Produet der beiden Vorzeichen &, 5 ist +1 oder —1, je nachdem die 
Funetion f gerade oder ungerade ist, oder, was dasselbe ist, je nachdem 
L, M ein syzygetisches oder azygetisches Periodenpaar ist. Aus (12.) und 


(13.) ergiebt sich jetzt: 
LM 


Zorn U 4 O1...) = = Kallı--.), 


und, wenn man diese Gleichung mit (11.) multiplieirt: 


LM 
(17.) f(w+w,..) = apflu...). 
Demnach muss «? mit (LM, L, M) identisch sein. Es ist also: 
(111.) (LM, L, M) = +1 oder -—J1, 


je nachdem Z, M syzygetische oder azygetische Indices sind. 

Durch diese drei Sätze ist der Werth des Zeichens (K, L, M) zwar 
nicht vollständig bestimmt; aber soweit er nicht bestimmt ist, können wir 
willkürlich darüber verfügen. 


$ 3. 

Um deutlich zu erkennen, dass wir dazu berechtigt sind, wenden wir 
uns jetzt zu der zweiten Frage. Wir sondern von jedem 'T’heta einen con- 
stanten Factor ab: 

ai 9, = 1,9. 
wie muss das System der 4° Constanten /, beschaffen sein, damit durch 
diese Aenderung in der Definition der 'Theta die Voraussetzung, die wir in 
$ 1 gestellt haben, nicht zerstört wird? 

Betrachten wir die beiden Quotienten, die wir am Schluss von $ 1 
mit g und ı bezeichnet haben. Die Ausdrücke, welche hieraus hervorgehen, 
wenn man jedes Thheta durch das überstriehene ersetzt, seien p und w. Es 


unterscheidet sich dann x von g um den constanten Factor 


2) larlanlanlarnın. 

. lalarnlarslamn 
und w von vw um 

(3.) l,xılarslarslarımn , 


A K lukı M # KLN lık MN 
Der Voraussetzung nach aber soll: 
i 
f (au, -} OR _— W(Urs..), 
2 


(ut...) = wir...) 
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sein. Folglich sind die Ausdrücke (2.) und (3.) einander gleich; daher: 


(4 ) lık lar I, M lın I, KLM ke KLN ® KMN ar MN m. 1 


# I, KL I, KM luKN I, LM I, LN ® MN “ KLMN 
Dies muss gelten für beliebige Indices a, K, L, M, N, also auch, wenn 
wir mehrere dieser halben Perioden zusammenfallen lassen. >etzen wir 
N = M, so geht die Formel über in: 


(5.) ( lurlarlumların ) . 


A , Kı l, KM I, LM 


Nehmen wir hier noch M = L an, so folgt: 
lurlar \* 

( , ( a aL \ . 1: 

6 ) Il, lukı / . 


endlieh, für L = K: 
- l,k W 
(7.) (- ) = 1. 


Die letzte Formel zeigt, dass der Quotient je zweier Grössen / eine achte 

Wurzel der Einheit ist, während offenbar ein / ganz unbestimmt bleibt. 
Hieran knüpft sich eine bemerkenswerthe Folgerung. Denken wir 

uns wieder, wie anfänglich, die 'T'hetafunetionen dureh Thetareihen definirt, 


also jedes Theta durch einen Ausdruck 
\ 


wo die o Zahlen d,, ... d, sämmtlich O0 oder —1, die &,, ... &, O0 oder +1 sind. 


f Ö 
u, ... U 5; 


ND| m 


Zu dieser Darstellung gehört ein bestimmt gewähltes kanonisches System 
von Fundamentalperioden. Wenn wir jetzt zu einem anderen kanonischen 
System übergehen und die T'hetareihen aufstellen, welehe diesem entsprechen: 


( Ö' 2 
OU, ... U,: 3175) 


so ist jede der ursprünglichen Funetionen bis auf einen eonstanten Factor 

einer Funetion dieser zweiten Gruppe gleich. Den Index denken wir uns 

nicht an der Charakteristik haftend, sondern an der Funetion: wir schreiben 
demnach die 'T'ransformationsgleichungen so: 
9, = 1,9, 

Dann folgt, da ja für die Grössen ©, der Satz (I11l.) in $ 1 ebenfalls gilt: 

Die constanten Factoren, welche bei der linearen Transformation der 


Thetareihen hervortrelen, genügen der Gleichung (4.). 
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s.4. 

Es ist eine an sich interessante und für unsere Betrachtung nützliche 
Aufgabe, die allgemeinste Lösung des Gleiehungssystems aufzusuchen, das 
durch die Formel (4.) im letzten Paragraphen repräsentirt wird. Wir greifen 
eine der 4° Grössen heraus — sie möge etwa den Index O0 haben —, 
schreiben aber kürzer / für 4, /; für 4. Die Gleichung (4.) kann dann 
so dargestellt werden: 


f 1 \ lx I, lu x LM y ln I, N ln I L MN 


\ / u 


Ulxz Ikulın 2 Iylxınlkuntimn 
und es ist leicht ersichtlich, dass sie nicht specieller geworden ist, indem 
wir über den Index a verfügt haben. Bis jetzt haben wir nicht von einer 
bestimmten Anordnung oder Darstellung der Indices gesprochen. Zur Lö- 
sung dieser Aufgabe aber nehmen wir 2g primitive Indices an, durch deren 
Combinationen sich die übrigen ausdrücken lassen. Es seien 2, 4, « drei 
verschiedene von den 2g primitiven Indices. Wir setzen dann: 





hlleru TE 
UI, h bau I; u 2 ha 
Ha 5 
(2. Be 
I. 
/ BE d,. 
Ey 
Dann ist nach $ 3: 
Y 7. 1, 
| ea —=il 


während a einen ganz unbestimmten Werth hat. Durch Umkehrung folgt: 





ii sn, 
; , = aa, 
(4,) u 
„» 7 aa,a,d,;: 
ru „ aa,ad,a,d,4d,„UGulzu 


Nimmt man endlich noch die Gleichung (1.) hinzu und setzt dort für X, L, 
M, N vier primitive Indices, so ergiebt sich: 


(4'.) Bi r a Ad, d, A, Ad, d,; Ad, d,, Ad, d,,4,, d,; u A, Ad,» u e 


Is ist klar, dass sich durch wiederholte Anwendung der Formel (1.) jetzt 
iiberhaupt alle Grössen /, durch die Factoren a, a,, a,,, a,;,, ausdrücken 
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lassen. Auch das allgemeine Gesetz der Bildung von /, ist schon hinläng- 
lich deutlich; die Formeln (4.), (4'.) werden zusammengefasst, indem man setzt: 


(4",) = Ma,); 
(m) 


wo das Produet sich erstreckt über alle Combinationen m bis zur dritten Ord- 
nung, die sich aus den Elementen des Index m bilden lassen. Nimmt man diese 
Induetion als richtig an, so haben wir hier jedenfalls die allgemeinste Lösung 
des Gleichungssystems (1... Wir müssen aber doch noch direet beweisen. 
dass ein solcher Ausdruck, allgemein für /, gesetzt, wirklich die Gleichung 
befriedigt, vorausgesetzt, dass die Faectoren a den Bedingungen (3.) genügen. 

Wir wollen zunächst unter a, a, @&, ... Ay ++. Ay, ... ganz will- 


we 


kürliche Grössen verstehen. Wir definiren dann /,, für eine beliebix hohe 


Combination m, durch den gegebenen Produet-Ausdruck (#.), und bilden, 
indem wir unter K, L, M, N beliebixe Combinationen verstehen, den (Quo- 
tienten: 

/5‘8 2 Iklzlurlylkeulkın Ikmnlımn 

I) YA —— 


Ulxı lx wer A ı vlı A Lara lxı UN 
Dieser Quotient lässt sich dann auffassen als ein Produet von Potenzen der 
Faetoren a, a,, A,;, A, Jeder solche Factor a, wird in einer bestimmten 
Potenz auftreten, deren Exponent 0, positiv oder negativ sein kann. Der 
Factor a fällt offenbar ganz heraus, hier ist also der Exponent 0. Wir 
behaupten aber ausserdem: der Exponent von a, ist dureh 2 theilbar für 
»=zÄLu, durch 4 für n=x4, durch 8 für n = z. 

Greifen wir nämlich irgend eine der Grössen a, heraus, so wird 
diese in dem Product /, dann und nur dann vorkommen, wenn die Combi- 
nation 2» ganz in K enthalten ist; auf die übrigen Elemente von K kommt 


es dabei gar nicht an. Deshalb können wir, wenn wir untersuchen, welche 
Potenz von a, in 2 vorkommt, die Combinationen K, L ete. redueiren, in- 
dem wir alle in » nicht enthaltenen Elemente einfach fortlassen. Wir nehmen 
somit an, dass in X, Z ete. nur solche Elemente enthalten sind, die auch 
in » vorkommen. Gilt die ausgesprochene Behauptung unter dieser Vor- 
aussetzung, so gilt sie auch allgemein. 
Es sei z. B. »a=x%4. Dann muss jeder von den Indiees AK, L, M, X 
und jede aus ihnen gebildete Combination einem dieser vier Indices 
Mn: A BA 


gleich sein. Ist von den Indices, die im Zähler von z vorkommen 
(6.) K, L, M, N, KLM, KLN, KMN, LMN 
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einer 0, so ist offenbar jeder Factor des Zählers gleich einem des Nenners, 
also x = 1. Der Exponent von a,; ist daher 0. Von diesem Falle können 
wir mithin absehen. 

Es muss dann jeder in der Reihe (6.) enthaltene Index gleich x, 4 
oder #4 sein. Folglich sind unter den ersten vier mindestens zwei gleiche. 
Es sei etwa N=M. Wären nun K, L, M verschieden, so müssten sie in 
irgend einer Reihenfolge mit z, A, #4 übereinstimmen. Dann wäre aber 
KLM=0, was unserer Voraussetzung widerspricht. Folglich müssen auch 
von den Indices X, Z, M zwei einander gleich sein, etwa Z und M. Wenn 
aber N=M=L ist, so redueirt sich unser Ausdruck z auf: 


folglich kommt a,, in einer Potenz vor, deren Exponent durch 4 theilbar ist. 

(senau so wird bewiesen, dass a, in der achten Potenz, a,,. im Qua- 
drat vorkommt; es genügt also vorauszusetzen, dass a,, a,,, a, achte, 
vierte, zweite Einheitswurzeln sind, damit der Ausdruck % stets gleich 1 
wird. Somit ist in den Formeln (3.) und (4.) die allgemeine Lösung des 
gegebenen Gleichungssystems enthalten. 


» 


LI: 


d. 
Wir hatten ein Symbol (K, L, M) eingeführt, als das Vorzeichen, 

welches auftritt, wenn man durch die halbe Periode K 

Gar Ian h in AN Oakı Tara 

9,O,ıu — Our Oaxın 
überführt. Wenn man nun von den Thetafunetionen ein System von con- 
stanten Faetoren Z, absondert, die der aufgestellten Bedingung (Formel (4.), 
$ 3) genügen, so modifieiren sich die Werthe des Zeichens, während seine 
wesentlichen Eigenschaften natürlich bestehen bleiben; an die Stelle von 
(K, L, M) tritt: 


((K, L, M)) = (K, L, Myers. 


aklaxıM lur lm 


Nun 


Index a unabhängig ist; wir dürfen also a=K setzen, und erhalten aut 


seht aus der Formel (4.) $ 3 hervor, dass dieser Ausdruck von dem 


diese Weise einfacher: 


1.) u 


n Ur! vl. WM 
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Auch jetzt denken wir uns wieder X, L, M als Combinationen aus 29 Ele- 
menten, wofür wir die Zahlen 1. 2. ... 20 wählen können. Wir ersetzen 
dann die Grössen /, durch die aufgestellten Produet-Ausdrücke. 

Es seien z, 4, « drei verschiedene primitive Indiees. Alsdann er- 


halten wir aus (1.), indem wir die Formeln (2.), $ 4 anwenden: 


3 „ \ fi ” \ 
1 ((z, bh, ı)) — , h, U)lyzus 
(2.) ((z, ?, h. ) _. £/ z, h A,)s 
f, a ‘. . Pr ce + 
(2, %, %)) x, 8, %2)0, 





Nun sind die Grössen a,,,, @,, a, zwar beschränkt durch die Bedingung, 
dass ihr Quadrat gleich +1 sein soll. sie selbst aber sind willkürliche Vor- 
zeichen. Wir können demnach die Vorzeichen ((z, 4, u)). ((z, 2, 2)) und ebenso 
je einen Factor jedes Paares ((z, 2, 4)), ((),4,2)) willkürlich wählen. Der 
Werth des Produets 


((,2,A))((2,4,x)) = ((&, A, #2 


\\ 
N) 
] 
/ 


ist bestimmt durch das gegenseitige Verhalten der Perioden 2, 4. Sind 
diese primitiven Vorzeichen bestimmt, so ist damit auch allgemein der Werth 
von ((K,L, M)) bekannt, für den Fall, dass X, L, M irgendwelche Combi- 
nationen sind. Daraus geht mit Evidenz hervor: 

Die Werthe des Zeichens ((K, L, M)) dürfen willkürlich angenommen 
werden, soweit sie nicht durch die drei Grundeigenschaften bestimmt sind. 

Wir nehmen deshalb sehon das ursprüngliche Symbol (K, L, WM, als 
willkürlich fixirt an, nur so, dass es den aufgestellten drei Sätzen genügt. 
Auch dann sind die einzelnen T'heta noch nicht vollständig bestimmt. Wir 
setzen 

(3.) 9, = f9, 
und suchen die eonstanten Factoren f, so zu bestimmen, dass für die neuen 
Funetionen © nicht nur die in $ 1 gestellte Grundbedingung besteht, sondern 
auch die Werthe des Zeichens (K, L, M) ungeändert bleiben. Dann müssen 
die Factoren f, folgender Gleichung genügen: 
(4.) [ xl .f uf KIM OL 4 
Vafarılarn farm 
Führt man wieder ein System primitiver Indices ein, so kann man einen 
Faetor f ganz beliebig wählen; ferner sind 
f; f; 
ra ! 
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beliebige vierte Einheitswurzeln, und 
I LIPEen | [FE 
ee 7 
beliebige Vorzeichen. Nachdem also das Symbol (K,L,M) fixirt ist, hat 
man noch als willkürlich zu betrachten den eonstanten Factor einer Func- 
tion On... %,), ferner 2 vierte Einheitswurzeln, mit denen ©,, ©,, ... O,, 
behaftet sind, endlich die Vorzeichen von 9, O3, I, ete. 


ete. 


Fasst man irgend eine Relation zwischen elliptischen oder Abelschen 
T'hetafunetionen ins Auge, so sieht man in der That leicht, dass sie ganz 
unverändert bestehen bleibt, wenn man zu den einzelnen ©, eonstante Fae- 
toren f, hinzufügt, die der Bedingung (4.) genügen. Also können die Theta- 
relationen kein Mittel geben, um diese Faetoren zu bestimmen. 


ur 


6. 

Ist eine bestimmte Reihe primitiver halber Perioden gewählt, und 
nehmen wir die ersten 2o Zahlen als deren Indices an, so werden K, L, M 
Combinationen der Zahlen 1 bis 20. Das Symbol (K, L, M) lässt sich dann 
in ein dreifaches Produet auflösen: 


1.) (K, L,M) = NIII(z, 4, u) 


erstreckt über alle Elemente z von K, 4 von L, u von M. Diese Factoren 
(z,4, u), in denen #, 4, « Zahlen der Reihe 1, 2, ... 20 bedeuten, wollen 
wir primitive Vorzeichen nennen. Von diesen sind drei Arten zu unter- 
scheiden: 

eu a 
je nachdem alle drei Zahlen verschieden sind, oder zwei, oder auch alle 
drei denselben Werth haben. 


Abgesehen von der Forderung der Symmetrie: 


en) 
(x, 2, A) = (2, 4, a), ete., 
sind nur’ die Vorzeichen der zweiten Art einer Bedingung unterworfen. Es 
muss nämlich 


IN a a ee 
(2., (x, %, A)(A, A, x) = (%, 4, A) 
sein, und dieser Werth ist durch das gegenseitige Verhalten der Perioden 
z, 4 bestimmt. Es sind also zwar die Faetoren der ersten und dritten Art 


ganz willkürlich, von den Vorzeichen der zweiten Art aber nur die Hälfte. 
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Wir wollen sehen, welche Vereinfachung eintritt, wenn man alle 
Vorzeichen der ersten Art positiv annimmt: 
(3.) CHW)E 5: 


in Aa a 


WV\ 
m 
“ 
es 
— 
Sa 
Pr 
— 


Vorher aber mögen zwei neue Bezeichnungen eingeführt werden. Es werde 





erstens 
’K ı _ Ze 
(4.) (K, L,L) = (K|L) 
gesetzt. Dies ist ein neues Symbol, das aber nieht symmetrisch ist; es ist 
(5.) (K\LXLIK) = +1 oder —I, 
je nachdem K, L syzygetische oder azygetische Perioden sind. Dagegen 


gelten die Gesetze der Multiplieation: 
((K LM) = (K|L)(K]|M), 
(6.) n i 
I(KL|M) = (KIM)(L|M). 


Zweitens brauchen wir folgenden Begriff. Sind K, L zwei Combi- 











nationen gegebener Elemente, so existirt eine bestimmte dritte Combination, 
welche alle Elemente enthält, die in K und Z gemeinsam vorkommen. Diese 
nennen wir den grössten gemeinsamen 'Theiler von K und Z und bezeichnen 
sie so: 

K, L. 
Es gilt dann der Satz: Ist A der grösste gemeinsame Theiler von K und L, 
B der von K und M, so ist Ab der grösste gemeinsame Theiler von K und LM. 


Es sei nämlieh: 


kh,M = B, 

ER 
Ist z ein Element von A, so kommt es in K und L vor. Ist z ausserdem 
in B enthalten, so kommt es auch in M vor. Dann wird aber dieses Ele- 
ment aufgehoben bei der Zusammensetzung LM; wenn also z in A und B 
vorkommt, so kann es in © nicht enthalten sein. Ist dageren z in A, aber 
nieht in B enthalten, so kommt es in K und Z vor, aber nicht in M. In 
LM kommt es dann vor, also auch in ©. Man sieht auf diese Weise, dass 
jedes Element entweder in zwei der Combinationen A. B. C auftritt. oder 


in gar keiner. Bei der Zusammensetzung ABO, müssen sich demnach alle 


U) 
IS 


Elemente gegenseitig aufheben. Das heisst: es ist ABC=0, C= AB. 


17% 
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Wir wollen jetzt beweisen, dass unter der Voraussetzung, welche in 
der Formel (3.) enthalten ist, das Symbol (K, L, M) dargestellt werden 


kann dureh das Produet der drei Faectoren: 


IF 


(7.) (K, L, WM = (KiL, ML 





M, K)\(MK, L). 

Bezeichnen wir den Ausdruck auf der rechten Seite für den Augen- 
blick mit [K, L, M]. Das Gesetz der Symmetrie leuchtet direet aus der 
Bildungsweise hervor. Ersetzen wir ferner WM durch MN, so kann, dem be- 
wiesenen Satz zufolge, die Combination Z, MN zerlegt werden in Z, M und 
L, N; daher zerfällt der erste Factor 


(KL, MN) in (KL, M)(KL, N). 





Entsprechendes gilt von den beiden anderen Factoren. Also ist 


[K, L, MN] = [K, L, M][K, L, N). 


Nachdem wir dies erkannt haben, brauchen wir nur noch zu zeigen, dass 
ddie Identität: 


für primitive Indices besteht. 

Es seien zunächst z, 4, « drei verschiedene Zahlen der Reihe 1, 
2, ... 20. Der Voraussetzung nach ist dann (2, 4, u) = 1. Da aber in 
diesem Falle X, L, M keinen gemeinsamen Theiler haben, so ist auch 
a, Be 

Es seien zweitens zwei der Zahlen einander gleich, etwa u =4. 
Alsdann ist 

2,4, el, 2,2) = (xld). 


Ferner, da, für A = u, 4 selbst der grösste gemeinsame T'heiler von 4 und « ist: 
(z|j, u) = (z|M. 
Endlich ist offenbar für 4 = u: 
CI 1 3 PIGFYEINE 
folglich: 
[%, 4, Me lalä)= (x, A, 2). 


Damit ist die Gleichung (7.) vollständig bewiesen. 
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NR 

Für manche Untersuchungen ist es vortheilhafter, das Zeichen (K, L, M) 
auf eine andere Art zu bestimmen. Gegeben seien 20+1 halbe Perioden, 
die eine azygetische Reihe bilden; wir bezeichnen sie durch die Indices 
1. 2, ... 20+1. Es ist bekannt, dass die Summe aller dieser halben 
Perioden nothwendig eine ganze Periode ist; jeder Perioden-Index lässt sich 
also hier durch zwei eomplementäre Combinationen der Zahlen 1,2,... 20-1 
darstellen, von denen die eine aus einer geraden, die andere aus einer un- 
veraden Anzahl von Elementen besteht. Bei der Aufsuchung des grössten 
vemeinsamen Theilers denken wir uns jetzt stets diejenige Darstellung zu 
Grunde gelegt, welche eine gerade Anzahl von Elementen enthält. Sind 
dann z, 4 zwei verschiedene primitive Indices, so ist der gemeinsame Theiler 
von 2 und 4 nicht 0, sondern #4. Denn wir müssen uns erst z und A dureh 
die complementären Combinationen ersetzt denken. Diese haben alle Ele- 
mente gemeinsam, ausser 2 und A; der gemeinsame Theiler von 2 und 4 
ist also eigentlich eine Combination (2e—1)ter Ordnung, die aber wieder dureh 
die eomplementäre z4 ersetzt werden darf. 

(sanz ebenso wird erkannt, dass der gemeinsame "T’heiler von 2 und 
2, nieht z, sondern 4 ist. Die Formel 

(1.) K,LK,M=K, LM 

bleibt offenbar bestehen, trotz der veränderten Bedeutung von K, L. 

Wir definiren nun, indem wir unter z, 4 beliebige Zahlen der Reihe 
l, 2, ... 20+1 verstehen: 
(%,)= +1 für 2<A, 


2 Pr 


DD 
ws 


Abu Mala ei 
en (— 1)‘ r für A= “ 


L), für beliebige Indices X, L, denken wir uns 








Das erweiterte Zeichen (K 
definirt durch den Produet-Ausdruck: 

(3.) (KL) = IIlI(z|i) 

x \ 

erstreckt über alle Elemente z von K, A von L; endlich das Symbol (K, L, M 
durch die Gleichung: 

(4.) (K, L, M) = (KIL, M\(L|M, K)\(M|K, L). 
Dann ist zu zeigen, dass dieses Symbol den drei Grundgesetzen gehorcht. 

Vorher aber ist ein anderer Punkt zu beachten. Der Ausdruck (3.) 


ist zwar ein vollständig bestimmter, wenn K und L gegebene Combinationen 


Oo 
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sind. Jeder Index ist aber durch zwei Combinationen darstellbar. Deshalb 
muss bewiesen werden, dass der Ausdruck für (K|L) seinen Werth nicht 
ändert, wenn man die Combination K durch ihre complementäre K’, oder L 
durch die ergänzende ZL' ersetzt. 

Ersetzt man zunächst K durch K’, so bekommt man ein Doppel- 
produet, das sich auf dieselben Werthe von A, dagegen in Bezug auf z 
auf die Elemente erstreckt, die in K nicht vorkommen. Es ist also: 


(K 


2o+1 


L)(K'|L) = NN). 





Nun ist 
20o+1 1 1 { it 20H  _ 
n WM) = N (zii... 7 (z4). 
z=1 z=1 »—=4+]1 
In dem ersten Produet sind alle Factoren +1, in dem letzten alle 2041-4 
Factoren —1; es ist also: 


20+1 j i u ! 
n@9=-D".-Dei=+l 





Folglich erhalten wir: 
(K\L)CK' 





1) 


l 


+1, 
und ebenso wird bewiesen: 
(K\LK\L) = +. 

Es wird also der Werth von (K|L) nicht geändert, wenn man K oder L 
durch die eomplementäre Combination ersetzt. 

Nun ist für den aufgestellten Ausdruck (K, L,M) das Gesetz der 
Symmetrie an sich klar; das zweite Gesetz folgt, wie wir schon gesehen 
haben, aus der Formel (1.). Für den Beweis des dritten können wir uns 





deshalb wieder auf primitive Indices beschränken. Es seien z, 4 irgend 


zwei verschiedene primitive Indices, und K=z% L=4, M=z4 Dann ist 


LiB=i dos, 
HBeanı, 2-3, 
Le 2 Nee 
"olglieh: 
(2, 4, x) = (z\z)(A|A)(22|xA) 


= (/NQ]2) = —1. 
Dies stimmt mit dem dritten Gesetz überein, wenn, wie wir vorausgesetzt 


haben, die einzelnen primitiven Perioden zu einander azygetisch sind. 








Reduction der Systeme von n’ ganzzahligen Elementen. 
(Von L. Kronecker.) 


Jedes System von n’ ganzzahligen, in » Horizontalreihen und » Ver- 
ticalreihen geordneten Elementen lässt sich durch „elementare Transforma- 
tionen“, d. h. Vertauschung von Horizontal- oder Vertical-Reihen mit gleich- 
zeitiger Zeichenänderung der einen Reihe und Addition einer Horizontal- 
oder Vertical-Reihe zu einer anderen, auf ein solches redueiren, in welchem 
jedes Element ausserhalb der Diagonale gleich Null und jedes von Null 
verschiedene Diagonalelement positiv und Divisor des folgenden ist”). 

Ir 


tauschung von heihen so eingerichtet werden, dass das erste Element positiv 


send ein gegebenes System kann nämlieh zuvörderst durch Ver- 
und nicht grösser als der absolute Werth irgend eines der von Null ver- 
schiedenen Elemente ist. Dieses erste Element kann aber dureh elemen- 
tare Transformationen noch verkleinert werden, wenn in der ersten Hori- 
zontal- oder Vertieal-Reihe ein Element vorkommt, welches nieht ein zanzes 
Vielfaches des ersten ist. Hat man nun ein System erlangt, in welchem das 
erste Element positiv und Divisor aller übrigen Elemente der ersten Horizon- 
tal- und Vertieal-Reihe ist, so kann man es durch elementare Transtorma- 
tionen so umwandeln, dass alle Elemente der ersten Horizontal- und Verti- 
cal-Reihe, mit Ausnahme des ersten, gleich Null werden. Kommt endlich 
in einem solchen Systeme irgend eine, nicht dureh das erste Element theil- 
bare Zahl vor, so kann man es dadurch, dass man die betreffende Horizontal- 
reihe zur ersten addirt, in ein System transformiren, in welchem das erste Ele- 
ment positiv und nicht Divisor aller übrigen Elemente der ersten Horizontal- 
reihe ist, also noch verkleinert werden kann. Man muss daher auf die anze- 
gebene Weise zu einem Systeme gelangen, in welchem das erste Element 
positiv und Divisor aller übrigen ist, und zugleich alle Elemente der ersten 
Horizontal- und Vertical-Reihe, mit Ausnahme des ersten, gleich Null sind. 


*) Die erste Methode einer solchen Reduction ist von Herrn Frobenius ang: 
worden (vgl. Bd. S6. S. 157 dieses Journals). 
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Nunmehr braucht offenbar nur die Möglichkeit der Reduetion für 
Systeme von (a—1)' Elementen vorausgesetzt zu werden, um sie aus der 
vorstehenden Erörterung unmittelbar für Systeme von »’ Elementen zu er- 
schliessen. 

Dass für jedes System nur ein einziges redueirtes existirt, ist ersicht- 
lich. Denn ihrem absoluten Werthe nach sind die Diagonalelemente dadureh 
vollkommen definirt, dass (für jede Zahl m) das Product der m ersten, als 
grösster gemeinsamer Theiler aller Subdeterminanten mter Ordnung, einen 
bei jeder elementaren Transformation unveränderlichen absoluten Werth hat: 
die Vorzeichen sind, abgesehen von dem des letzten Elements, als positiv 
bestimmt worden, und für dieses letzte Element bestimmt sich, falls es von 
Null verschieden ist, das Vorzeichen als dasjenige der Determinante des 
Systems. 


fait trouver pour quelques-uns de vos resultats et pour d’autres des demon- 
strations si simples que je prends la liberte de vous les communiquer. 


OU 


Si 


ou 


Par consequent, en egalant dans la premiere formule les coefficients de «” et. 
dans la deuxieme formule, les coefficients de «”*', on a: 


7' 
P' 


successivement P,.., P,, P,_., on obtient: 


















Sur quelques formules relatives aux fonctions 
spheriques. 


(Extrait d’une lettre adressee a M. Ch. Hermite a Paris par M. F. Caspary.) 


) 
L etude de la lettre que vous avez bien voulu m’adresser *), m’a 


Les fonetions spheriques de premiere espece, que je designe par P,(«' 
plus simplement encore par P,, sont definies par la serie: 
| at. 
(I.) „= = 1+0oP,+@"P,+.-+0”P 


Yl—2aexr+e? 


!’on differentie cette expression par rapport A « et A& x on obtient: 


(LI.) n = = (z—o)T, 
I.) 10 = at, 


u 08 m 
(1—-20x0-+e°) = (z—-o)T, 


(1—-2oc-+e‘) — — aT. 


(1.)  n+V)P,n1-(2Rn+l)eP,+nP,_, = 0, 
(2.) P,4— 22 P,+ ,# . AR 
etant Egal a SER. 


dx 
in differentiant la formule (1.) par rapport & x et puis en @liminant 
n 
(3.) :sP — AP, = nP,, 
(4.) Fa ne (dar+l)P 
(5.) P,n-2P, = (a+l)P.. 


| 


- Voir la Note p- S, 
Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft 2. 18 
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D’apres la formule (II.) on a: 


/ nn \2 93 
(2—@) Fre (—-ea) T’, 
et comme on a aussi identiquement: 
> > > > 1 
(2-0) = (re —-1)+(1—-2aor+e”) = r’—1+ Ti 


j 2 9 


on en tire, eu egard a la formule (III.): 


> \ oT oT , 
(2-1) — = afz—-o)— —eT. 
\ 4 oc 5 ca 
Done: 
/@‘ Ka u \ 
(6.) (X —1) P, . zP,—-P,_ı ) 
et, a cause de la formule (1.): 
(7.) ’—-1)P, = (n+1)\(P,1-xP,). 
17 ’ n(n-+-1) 
/Q\ (22 _1\ \ / \ 
(©.) 1 —]) P, In rw {4 4 —P,-.)- 


De la tormule (8.), qui est celle que M. Beltrami vous a communiquee, re- 

sulte, par differentiation et eu egard & la formule (4.), d’une part l’equation 

differentielle eonnue: 

d(z’—1)P, 
dx 


et d’autre part la relation qui termine votre lettre. En effet, si l’on diffe- 


9 \ 


\ 


—= n(n+1)P, 


rentie la formule (8.), on obtient au moven de la formule (2.) d’abord: 
(@’—-1)P, = (N-1V)P,.1—-(N+DP,+P.: 


n(n+1) 
2n+] 


Or on tire de la tformule (4.) au moyen de la formule (8.): 


etant N = 


ja 
2n+5 , Bad 2n—1 


- ar n+1)(n+2) n(n—1) | i 
10) A+l@-ı)P,; = CEUREN.p pP) p-P): 


par eonsequent, en multipliant la derniere formule par (z’—1), on obtient 

au moven des formules (8.) et (10.): 

1 (n-+H1)(n-H2) , \ 
a, N 


2n+1/ 2n-+5 kin 


(@—-1)P} = (N—-1- 


—(N+14 | H \ ei (PP iR 


2n+1/ 2n— Rs 
OU 
 (2n—1)(2n+1)(2n+3) , 


11.) z’—1)’P, = (2n—1)P,..—2(2rn+1)P,+(2r+3)P 
77 nla—1)la+1)(n+2) '\ EI En Tal JENTÜERTO)E, 


c'est preeisement la relation elegante que vous avez €tablie, Monsieur. 
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Les formules (4.) et (8.) donnent encore naissance A deux series dont 
l’une est due a M. Christoffel et Vautre a M. F. Neumann. 

Posons dans la formule (4.) Yindice » successivement &gal A r—1. 
r—3, r—5, ...; alors cette suite de nombres se terminera par 1 ou 0 sui- 
vant que r est pair ou impair. Par eonsequent, si l’on ajoute toutes les 
formules qui decoulent, avec ces valeurs de lindice », de la formule (4. 
les termes des premiers membres se detruiront, excepte le premier terme et 
le dernier. Done on a la serie finie: 

(12.) P. = Z(2n+1)P, ' 


dont le dernier terme est 3P, ou 1 suivant que r est pair ou impair. 
D’une facon analogue on deduit de la formule (8.): 


Pu 


4 


(13.) P,-p = («—1 ie 


\ Zw I Y 
_ n(n-+]) 


p etant egal a louä x suivant que lindice r est pair ou impair, et le dernier 


' - 
.) 


, . .«) N r 
terme du second membre etant respeetivement 19 Pr, u pP: 
Les fonetions spheriques de second espece sont definies, d’apres 
M. F. Neumann, par lintegrale: 
u a +1 P (z)dx 
IV.) 0. = / 


y—ır 


Par eonsequent, l’expression: 
(a+1)Q,,,y)-(Zn+1l)yQ,y)+nQ,.-,(y 


devient, au moyen de la formule (1.), egale ä 


[ j P,xz)dx 


. 


x 


ou, d’apres la formule (9.), egale A zero. Done on a: 

vad (a+1)Q,.,—(2r+1)yQ0,+n0,_, = d. 
ol, pour plus de simplieite, Q, est &erit au lieu de Q,(y). Par differentia- 
tion on tire de la definition (IV.): 


VD emM=-S 


P,(=) dx / Ei P(z= dr 2q 


y—-—z)’ . | y—ı y’—] 


q etant egal A 1 ou A y suivant que liindice s est pair ou impair. 
Par eonsdquent. comme les deux nombres »+1 und »—1 sont. lun 
et l’autre, ou pairs ou impairs, on obtient, au moyen de la formule (4.): 


1S* 
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| Ä +1 (Pl, 1— Pı_ı)d +1 P,d 
nf a = Ant DR, 
done: 
(4*) 0.40, = (2n+1Q,. 


Enfin on a, au moyen de la formule (7.): 


+10. y0)=t ff ed rhrzhle)—eh (de 


yY—XT 


— ESF m I er W-)-W'-er)) P,(x)dıx 


y—ı e y—ı 


EU Walk ame u Ef " y-+z)P‘(a)de. 


« — 
ER Y —] 


Comme la deuxieme integrale est egale A 2y ou A 2 suivant que l’indice 
» est pair ou impair, on obtient d’apres l’expression (V.): 


(7*.) WW-D0, = (n+l(Qun1-YP,)- 
Les formules (1.), (4.), (7.) entrainent les autres; par consdquent, comme 
on a les formules analogues (1*.), (4*.), (7*.), les formules (1.) ... (11.) ne 
changent pas si lon y remplace P,(x) par Q,(y); la formule (13.) ne change 
pas si lon remplace de plus p par Q, ou Q, suivant que lindice r est pair 
ou impair; enfin au lieu de la formule (12.) on obtient la serie: 


> 
(12®.) 0'+ nt — >(2n+1)0Q, (n=s-1, s-3, s-5, ...) 


dont le second membre se termine par 30, ou Q, suivant que lindice s est 
pair ou impair. 

(Juelques-unes des formules que je viens de tirer des definitions (I.) 
et (IV.) se trouvent dans un tres bel ouvrage de M. F. Neumann, intitule: 
Beiträge zur Theorie der Kugelfunctionen. Leipzig. Teubner 1878 (voir 
p. 60 sqq.); Villustre physieien de Koenigsberg les y deduit au moyen des 
expressions de P,(x), dues a Laplace et a Jacobi et demontrees si simplement 
par vous, Monsieur, au commencement de votre lettre. 











Ueber die Schrötersche Construction der ebenen 
Curven dritter Ordnung. 


(Aus einem von Herrn A. Hurwitz in Königsberg i. Pr. an Herrn H. Schröter 
gerichteten Briefe.) 


In einer Vorlesung über die Anwendungen der elliptischen Fune- 
tionen habe ich kürzlich auch die ebenso einfache wie elegante Construc- 
tion der Curven dritter Ordnung behandelt, welche Sie in Ihrem Aufsatze 
„Ueber Curven dritter Ordnung“ (Mathematische Annalen Bd. 5.) angegeben 
und neuerdings Ihrem Buche „Die T'heorie der ebenen Curven dritter Ord- 
nung“ (Leipzig 1888) zu Grunde gelegt haben. Dabei bin ich zu einigen 
Bemerkungen geführt worden, welche vielleicht nicht ohne Interesse sind, 
und welche ich mir deshalb erlaube, Ihnen im Folgenden mitzutheilen. 
Gestatten Sie jedoch, dass ich meinen Bemerkungen, der leichteren Darstellung 
wegen, eine kurze Schilderung Ihrer Construction voraufschicke! 

Aus irgend zwei Punktepaaren 

a=(e,a), P=(b,b) 


kann man ein neues Punktepaar 


x 


e=(rr) 
dadurch ableiten, dass man die Geraden ab und a’b' im Punkte r und die 
(seraden ab’ und ab im Punkte r' zum Durchschnitt bringt. Um anzudeuten, 
dass das Punktepaar oe aus den Paaren «, ?% in der angegebenen Weise 
abgeleitet ist, werde ich mich in der Folge der Schreibweise 

e = (aß) 
bedienen. Dieses festgesetzt, nehme man irgend drei Punktepaare 


an, welche nur der Bedingung unterworfen sind, dass keines mit dem aus 
den beiden anderen abgeleiteten Paare zusammenfällt. Man bilde nun zuerst 
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die Paare 

u=(Py) ve), 0=(ap), 
welche als abgeleitete Paare „erster Ordnung“ bezeichnet seien. Sodann 
combinire man diese Paare unter sich und mit den Ausgangspaaren «, ß, y. 
wodurch man neue Paare erhält, welche abgeleitete Paare „zweiter Ord- 
nung“ heissen mögen. So fortfahrend gelangt man nach und nach zu ab- 
geleiteten Paaren dritter, vierter, ... „ter Ordnung. Die Paare »ter Ord- 
nung entstehen hiernach, indem man die Paare (»—1)ster Ordnung unter 
sich und mit allen Paaren niedrigerer Ordnung combinirt. 
| In diesem Process der Ableitung immer neuer Punktepaare, (welche 
sämmtlich aus den Paaren «, %, y mit alleiniger Hülfe des Lineals ent- 
springen), besteht die von Ihnen gegebene Construction. Sie zeigen nämlich 
a. a. O., dass die Paare «, ?, y und sämmtliche abgeleiteten Punktepaare 
auf ein und derselben Curve dritter Ordnung liegen. 

Meine erste Bemerkung geht nun dahin, dass bei besonderen Lagen 
der Punktepaare «, 9, y der geschilderte Process nur zu einer endlichen 
Anzahl verschiedener Punktepaare hinführt, so dass die Construction dann 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Punkte der zu eonstruirenden Curve 
liefert. In jedem solchen Falle redueiren sich also die im Allgemeinen in 
unendlicher Anzahl vorhandenen abgeleiteten Punktepaare auf ein endliches 
System 

, Pr mn Ge... 
von der Beschaffenheit, dass jedes aus zwei Punktepaaren des Systems ab- 
veleitete Punktepaar wieder dem Systeme angehört. 

Zur Begründung dieser Behauptung will ich auf der Curve dritter 
Ordnung, welche aus den Punktepaaren 

ea=(a,a), P=(b,b), y=(e, ce) 
entspringt, in der bekannten Weise den elliptischen Parameter a vertheilen, 
nämlich so, dass einer der drei reellen Wendepunkte den Parameter « = 0 
erhält*). Jeden Punkt der Curve bezeichne ich dann, wie üblich, mit dem- 
selben Buchstaben, wie den entsprechenden Parameter. Dabei hat man 
dann zu beachten, dass der Parameter nur bis auf Multipla der Perioden 
20, 2w' 


bestimmt ist, so dass a und a, denselben Punkt der Curve bezeichnen, falls 


*) Olebsch-Lindemann, „Vorlesungen über Geometrie“ Bd. 1, S. 602 ff. 


Br 
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.—_M (mod. 2w, 2w') 


ist. Nach dem Abelschen Theorem gilt nun der fundamentale Satz: ‚Die 
Verbindungsgerade zweier Punkte x und © der Curve begegnet dieser zum 
dritten Male in dem Punkte —(u+e).“ 

Hieraus folgt, dass die Parameter x, rn’, welehe den Punkten irgend 
eines abgeleiteten Punktepaares entsprechen, von der Form 


ı = ga+hb-+ke, m = ga+hb+kc+w, 


werden, wo g, h, k, ganze Zahlen bedeuten und ®, eine der drei Perioden- 
hälften 


! 


ov=o0, %=uto0,;, w=o 
bezeichnet. Wenn jetzt a, b, ec, rationale Periodentheile sind, so erhält man 
überhaupt nur eine endliche Anzahl incongruenter Werthe 7, z', falls man 
den Zahlen g, h, k, alle möglichen ganzzahligen Werthe zuertheilt. In 
diesem Falle wird also in der T'hat die Construction nur zu einer endlichen 
Anzahl verschiedener Punktepaare führen. 

Das folgende Beispiel entspricht dem Falle, wo a, b, e Perioden 
Zwölftel sind. Ich nehme irgend zwei Gerade g, und g, und bestimme ihre 
Schnittpunkte d, a, a und e, b, b f 
mit irgend drei durch einen Punkt 
f laufenden Geraden. Ferner be- 
zeichne ich mit e den Schnittpunkt 
der Geraden ea’ und db, endlich 
mit ce‘ den Schnittpunkt der Ge- 
raden ea und db’. Geht man nun h I! I 
von den Paaren (a, a) (b, 5b), SETE 
‘ec, €) aus, so liefert die Con- en 
struetion, wie ein Blick auf die 
nebenstehende Figur zeigt, nur drei 4 
neue Paare, nämlich (d, d’), (e, e') a 
und (f, f). “ 9 

Wenn man nun den Fall, wo a, b, e rationale Periodentheile sind, 
ausschliesst, so erhebt sich die Frage, ob in jedem anderen Falle die Con- 
struetion zu unendlich vielen Punkten der Curve führt und wie die Funkte, 
welche man durch die Construction erhält, über die Curve vertheilt sind. 


Um diese Frage zu erledigen, beweise ich zunächst, dass die Con- 
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struction alle und nur diejenigen Punktepaare (g, h, k) ergiebt*), für welche 
die Congruenz 

g+h+k=1 (mod. 3) 
erfüllt ist. 

Zuerst zeige ich, dass man durch die Construction zur solche Punkte- 
paare findet, für welche die genannte Congruenz erfüllt ist. Zu dem Ende 
nehme ich an, die Gültigkeit der Congruenz sei schon für alle Punktepaare 
von einer niedrigeren als der »ten Ordnung bewiesen. Bezeichnen dann 

(g,h,Kk), (g,h',K') 
zwei unter diesen Paaren, so ergiebt sich für das aus ihnen abgeleitete Paar 
(9-9, —h—h‘, —k—Kk'), 
dass 
gg —h—h"—k—-k" = —(Q+h+k)—(gHh' +) —2=1 (mod. >) 
ist. Es gilt also die Congruenz auch für die Paare »ter Ordnung, wenn 
sie für die Paare niedrigerer Ordnung vorausgesetzt wird. Nun ist aber die 
Congruenz offenbar für die Ausgangspaare 
@a=(1, 0,0), =, 1,0),y7=(,0,1) 
erfüllt, und folglich gilt sie allgemein. 

Etwas umständlicher ist der Nachweis, dass man durch die Construec- 

tion alle Punktepaare (g, h, k), welche der Bedingung 

g+h+k=1 (mod. 3) 
genügen, auch wirklich erhält. Um diesen Nachweis zu führen, bilde ich 
zunächst die folgenden Punktepaare: 

a=(1,0,0); P=(0,1,0); = (0,0,1); 
u=(Py)=(,-1,-1); v= ya)=(-1,0,-1),; e= (aß) =(-1,—1,0); 
= (eu) =(-L11, n=-@)=(,-1Ll); g=QO=(lhl,-1); 
= (N0)=(-23,0,0), Pla) = (0, 2,0); 7 = (ur) = (0,0, —2). 
Sodann leite ich die Paare 

"= (4,0,0); "= (0,4,0); y" = (0,0, 4) 
auf dieselbe Weise aus den Paaren «', 9’, y ab, wie diese aus den Aus- 
gangspaaren «a, ß, y abgeleitet wurden. Endlich bilde ich noch die Paare 
(aa) = (-5,0,0), (BB) = (0, 5,0), (7) = (0,0, —8). 
Von den auf diese Weise construirten Paaren vertreten die ersten neun 
schon alle Lösungen der Congruenz 





*) Zur Abkürzung bezeichne ich das Punktepaar ga+hb-+kc, ga+hb+kc+w, mit 
(9, h, k). 








Hurwitz, zur Construction der ebenen Curten III. O. 


g+h+k = 1 (mod.5), 

in welchen die Zahlen g, h, k dem Restsystem 

0, 1, —1 (mod. 3) 
entnommen sind. Diese Lösungen will ich die „fundamentalen“ nennen, 
Angenommen nun, es sei (g, h, k) irgend ein construirbares Paar. Combiniren 
wir dasselbe mit @, so erhalten wir das neue Paar (—g—1, —h, —k), und wenn 
wir sodann das letztere mit « combiniren, so erhalten wir das Paar (943, h, I). 
Wenn wir (g, h, k) zuerst mit « und sodann das erhaltene Paar mit « eombi- 
niren, so entsteht das Paar (g—3,h, k). Weil man indessen ein Paar nieht mit 
sich selber eombiniren kann, so wird diese Ueberlegung illusorisch, wenn 
'g,h,k) mit @ oder «@ zusammenfällt, wenn also (g, h, k) = (1,0, 0) oder 
— (—2,0,0) ist. In diesen Fällen finden sich aber die Paare (g+3,h, 
sehon unter denjenigen, welche ich oben construirt habe. Indem man nun 
dieselbe Betrachtung wiederholt und dabei nur das eine Mal die Punkte a 
und 6, das andere Mal die Punkte « und e ihre Rolle tauschen lässt, er- 
kennt man-die ausnahmslose Gültigkeit des Satzes: „Wenn das Paar (g, h, h 
construirbar ist, so sind auch die sechs Paare 

(+3,54, 6, (,Ah+3, kb), (A, k+3) 

construirbar.“ Nun kann aber jede Lösung der Congruenz g+h+k |] 
(mod. 3) aus einer der fundamentalen Lösungen (g',h’, k”) dadurch abgeleitet 
werden, dass man zu g, h, # geeignete Multipla von 3 addirt oder sub- 
trahirt. Folglich ist jedes Paar (g, h, k), welches der Bedingung g+h-+k =] 
(mod. 5) genügt, eonstruirbar, was zu beweisen war. 

Dies vorausgeschickt, betrachte ich zuerst den Fall, wo die durch 
die Punktepaare «@, 5, y bestimmte Curve aus einem Zuge besteht. Den 
reellen Punkten der Curve entsprechen dann reelle Parameter, welche bis 
auf Multipla der reellen Periode 2» bestimmt sind. Es besitzen also a,b, e 
reelle Werthe und o, ist gleich der reellen Periodenhälfte ® =w. Ieh 
nehme nun an, dass mindestens eine der Grössen a, b, e, zum Beispiel die 
(srösse a, kein rationaler Periodentheil ist, und ich bilde unter dieser Vor- 
aussetzung alle Parameter der Form 

Bct+l)aty.2w = 2.3a+y.2u-+a, 
wo x und y ganze Zahlen bedeuten. Die Punkte, welehe diesen Parametern 
entsprechen, gehören sämmtlich zu denjenigen, welche man durch die Con- 
struction erhält. Da aber 3a: 2» eine irrationale Zahl ist, so lassen sich die 


ganzen Zahlen x und y, wie ich sogleich zeigen werde, so bestimmen, dass 


O 
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die (Grösse 

x.3a+y.2w-+a 
sich beliebig wenig von einer beliebig angenommenen reellen Zahl unter 
scheidet. Es sind folglich die Punkte, welche die Construction liefert, auf 
der Curve dritter Ordnung derart vertheilt, dass auf jedem noch so klein 
gewählten Bogenstück der Curve unendlich viele jener Punkte liegen. 

In dem zweiten Falle, wo die Curve zweizügig ist, finden ganz ähn- 
liche Betrachtungen statt. Ich fasse das Resultat, welches sich hierbei er- 
giebt, mit dem wesentlichen Inhalte der vorstehenden Erörterungen in einen 
Satz zusammen, wobei ich mich einer von Herrn @. Cantor*) eingeführten 
Bezeiehnungsweise anschliesse: 

Die Construction, welche von drei Punktepaaren ausgehend in der oben 
geschilderten Weise neue Punktepaare ableitet, erreicht entweder dadurch ein 
Ende, dass schliesslich die weitere Fortsetzung der Construction keine neuen 
Punktepaare mehr liefert, oder die Construction lässt sich ins Unbegrenzte fort- 
setzen und liefert also dann unbegrenzt viele Punktepaare. 

In dem letzteren Falle bildet die Gesammtheit dieser Punktepaare ein 
Punktsystem, welches entweder eine einzügige Curve dritter Ordnung, oder 
nur den unpaaren Zug einer zweizügigen Curve dritter Ordnung, oder endlich 
sowohl den unpaaren, wie auch den paaren Zug einer zweizügigen Curve dritter 
Ordnung überall dicht bedeckt. 

Ein ähnlicher Satz gilt auch für die Construction der Raum-Ourve 
vierter Ordnung erster Species aus Punktetripeln, welche Sie in Ihrer Sehrit 
„Grundzüge einer rein-geometrischen Theorie der Raum-Curve vierter Ord- 
nung erster Species“ (Leipzig, 1890) angegeben und begründet haben. 

Es bleibt mir noeh übrig, den folgenden Satz zu beweisen, welcher 
einen wesentlichen Stützpunkt meiner Betrachtungen bildete: 

„Bezeichnen A, B, C reelle Grössen, und ist der Quotient A: B eine 
irrationale Zahl, so lassen sich die ganzen Zahlen = und y stets so bestim- 
men, dass der absolute Betrag des Ausdrucks 

Ac-+ by — U 
kleiner wird als eine beliebig klein vorgeschriebene positive Grösse d." 
Wenn C=0 ist, so folgt die Richtigkeit des Satzes unmittelbar aus der 
Theorie der Kettenbrüche. Ist © nieht gleich Null, so bilde ich zunächst 


*) „Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltiekeiten“. Math. Annalen, Bd. 15, 8.1. 
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die Zahlenreihe 
Ü e ( 
n’ n—+ ] ? n-t2 ’ 
P wobei z irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet, welche nur der einen 
Bedingung genügen soll, dass der absolute Betrag von - kleiner ist als 
die vorgeschriebene Grösse d. Sodann bestimme ich die ganzen Zahlen = 


i : m ; u 
und 7 so, dass AS+Bn absolut genommen kleiner als x wird. Dabei darf 


angenommen werden, dass AS-++Bn dasselbe Vorzeichen wie Ü besitzt, weil 
man widrigenfalls $ und n durch —S und —n ersetzen kann. Die Bestim- 
mung der Zahlen S, 7 ist nach der T'heorie der Kettenbrüche stets möglich. 

Da nun A und B in irrationalem Verhältnisse stehen, so kann As+Bı 


nicht gleich Null sein, und es wird daher diese Grösse zwischen zwei aut 


einander folgende Glieder der oben gebildeten Reihe, etwa zwischen 
£ . N — m 
Ü h | e -— 
und ———— fallen. Es liegt dann die Grösse 
n+m+] “ 
(n+-m-+1)(AS+Bn, 
TR, i 
zwischen C und C+———, und folglich 
n+ m’ Ä 
(n+m+1)(AS+ Bn)—C 
r e C 
zwischen 0 und Br Nun ist aber der absolute Betrag von klei- 
n--m nm 


ner als d, und es genügen also die ganzen Zahlen 
lg L1).E — (a+m-+]1' 
z=(n+m+1).‘, y=(n+m-+]). 


der gestellten Forderung. 
Der hier bewiesene Satz folgt übrigens auch unmittelbar aus einem 
sehr bemerkenswerthen Theorem des Herrn Tehebycheff, welches ich aus 


einem interessanten Aufsatze des Herrn Hermite *) kennen «elernt habe. 


Nachträglich wurde ich auf eine Abhandlung des Herrn Kronecker: 
„Näherungsweise ganzzahlige Auflösung linearer Gleichungen“ (Sitzungs- 
berichte der Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften vom 
15. December 1885) aufmerksam. Der obige den linearen Ausdruck Ar+By—O 
betreffende Satz, welcher übrigens bei Herrn Kronecker nur als ein ganz spe- 
cieller Fall allgemeiner Theoreme erscheint, findet auf den ersten Seiten der 
Abhandlung eine ähnliche Begründung, wie ich sie oben gereben habe. 


*) „Sur une extension donnce A la theorie des fractions continues par M. Tehebu- 
chef.“ (Dieses Journal, Bd. 88. S. 10.) 
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Das Potential eines homogenen Ringkörpers mit 
elliptischem Querschnitt. 


(Von Herrn Züge in Lingen.) 


In Band 104 dieses Journals habe ich für das Potential homogener 
Ringkörper allgemeine Formeln aufgestellt und das Potential eines Ring- 
körpers mit Kreisquerschnitt durch ein zweifaches Integral ausgedrückt, 
welches in ein einfaches elliptisches Integral übergeht, wenn der angezogene 
Punkt in der Ringaxe liegt. Nicht viel complieirter gestaltet sich der 
Ausdruck für das Potential eines Ringkörpers, bei welchem der Querschnit! 
eine elliptische Fläche ist, deren eine Axe der Ringaxe parallel ist, eines 
Körpers also, der durch Kotation einer Ellipse um eine dieselbe nicht schnei- 
dende, einer Ellipsenaxe parallele Gerade entstehen würde. Die Bestim- 
mung dieses Potentials ist der Gegenstand der nachfolgenden Abhandlung. 


? 


Die einleitenden Entwicklungen in dem oben erwähnten Autfsatze 
iiber das Potential homogener Ringkörper, auf die im allgemeinen verwiesen 
wird, müssen hier theilweise wiederholt werden, weil mit Rücksieht auf die 
späteren Entwicklungen geringfügige Aenderungen in der Bezeichnung der 
vorkommenden Grössen vorgenommen wurden. Die Ringaxe soll nämlieh 
hier die #/-Axe, nicht die Z-Axe, des mit dem Körper fest verbundenen 
Coordinatensystems sein, auf welches bezogen ein beliebiger Punkt des 
Körpers die Coordinaten $, n, &, der vom Körper. angezogene Punkt P die 
Coordinaten «, %, y habe. Wir setzen von vornherein fest, dass die Z7- 
Ebene die Mittelpunkte aller elliptischen, durch die Meridianebenen erzeugten 
(Juerschnitte enthalten soll; Meridianebene aber wird jede die Ringaxe enthal- 
tende Ebene genannt; diejenige Meridianebene, welche den Punkt P enthält, 
bilde mit der Z/7/-Ebene den Winkel e, mit einer anderen beliebigen Meridian- 
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ebene den Winkel %. Ist r der Ringhalbmesser, d. h. die Entfernung des 
Mittelpunktes eines elliptischen @Querschnittes von der Ringaxe, ferner e 
die Entfernung eines Punktes des Ringkörpers vom angezogenen Punkte. 
so geht der auf das rechtwinklige Coordinatensystem bezogene Ausdruck 
für das Potential 


/f d&edndl 
(1.) U = II) - 
dureh die Substitution 


5=(r+2)Jeos(p—e), n=Yy, 5= (r+z)sin(p—: 
iiber ın 


2.) uU- (Jr? 


Die Coordinaten z und y des Körperpunkts beziehen sich auf ein rechtwink- 


Ipdrdy 


( 


liges, ebenes Coordinatensystem, das in der Meridianebene dieses Punktes 
liegt, dessen Anfang der Mittelpunkt der Schnittellipse, dessen Y-Axe 
der H-Axe parallel ist und dessen negative X-Axe nach der Ringaxe zu 
sich erstreckt. Die Integration nach x und y ist über alle Punkte der 
Schnittellipse auszudehnen, sodann ist nach g von OÖ bis 27 zu integriren. 
Das vom Punkte P aus auf die Ebene der Schnittellipse gefällte 
Loth heisse e, die rechtwinkligen Coordinaten des Fusspunktes dieses Lothes 
bezogen auf das AXY-System, seien a und b, so ist 
e = V(z-a)+(y—b)+ec. 
Fällt man von P aus ein Loth auf die Ringaxe, das mit m bezeichnet werden 
soll, verbindet den Fusspunkt dieses Lothes mit dem des Lothes e durch eine 
(serade, so schliesst diese Linie mit dem Lothe m den Winkel g ein und 
hat die Länge r-+a; es bestehen daher folgende Relationen: 


(3.) rta=mc08p c=mengyg; mM=a+y; b=P. 


Den Ausdruck (2.) für das Potential kann man in folgender Weise umformen: 


U . KH: L en dx dy Ä | / / / (2 an. dx dy 


t 
oder setzt man 


V = // ur v fi am um 


y\ 


so erhält man unter Berücksichtigung der Relationen (3. 


(4.) U= m e: Veospdy- / | V.dy. 
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V ist das Potential einer elliptischen Fläche. Liegt der angezogene Punkt 
in der Ringaxe, so ist m = 0 und es verschwindet der erste Summand in (4.). 


ll. 


Es kommt zunächst darauf an, V und V, zu bestimmen. Die Halb- 
axen der Schnittellipse bezeichnen wir mit o, und @,, letztere sei der Ring- 
axe parallel. Unter Benutzung des bestimmten Integrals 


= dw 1 
nJ e+wW ee 


AT. 


erhält man: 


| o yı 2’ 
Ads r 1 aa Ta 7 1—-- — 
RE m. ME 
er e n./ . rs (z—-a)’+(y—b)?’+c’+w . 
r N) yı ” 
gr 0, 
| N Yı- F% 
"/(z— a)dxd u "r0, no za —a)ded 
PEN RD nn _. 
Ju e n . B. (z—a)’+(y—b)’+c’+w 
B, BERN yı kön; e . 
\ e, | 
Wir führen nun für x und y neue Coordinaten 4 und « ein durch die Sub- 


stitutionen 

cz = 0,hcosu, Yy= %4sinu; 
dann ist 

dedy = 0,0,Adı.du. 

Die Grenzen für A sind O0 und 1, für « O0 und 2, und es ist 
i " 20.0, f 1 “2 du 
BE) re left 
\ lt. J / (o, Acosu —a)’+(o, Asinu—b)'+e’+w‘ 


0 0 
o WE mu FREE on. (0, Acosu—a)du 
(6. = —ıa ‚di 3 er ars wu: 
6) N ı J dw f idı. | (o, Acosu —a)’+.(p, Asinu—b)’+e’+w 


} 0 


11. 

Um hier die Integrationen nach der Variablen « ausführen zu können, 
benutzen wir eine Substitution, die zuerst Gauss in seiner Abhandlung 
„Determinatio attractionis quam in punctum quodvis positionis datae exercet 
planeta si ejus massa“ ete.”) angewandt hat. 


*) Gauss’ Werke, herausgeg. von der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen. Bd. 5, S. 331. 
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” 
(7.) 04=A, voiA=B, d+wW=c, 
und führt für « die Variable w ein durch die Substitutionen 


Setzt man zur Abkürzune 


ae" cosw+e"'sin ww i 8 +ß" cos w +" sinw 
co8 u = — —, m ,‚ $nu= — u 
y'+y"cosw+y'""sinw y-+tr cosw+y”sinw 
und setzt ferner zur Abkürzung 
(8.) = y+4y cosw+y"siny, 
I 3 m ) 


so können, wie Gauss zeigt, die neun Grössen @', ae”, «”, P' u. s. w. so be- 
stimmt werden, dass 


\ an ° \9 ) (i I@G'cos’wy 1 G'sın Ww 
(9)  (Acosu-a)’+(Bsinu—b)+e = —— n | 
wird, wobei @, —@, —@ die Wurzeln der Gleichung 
a” b* 6 
(10. n I! | 
x ) A’-+u B’+u u 


sind. Von dieser Gleichung ist nachgewiesen, dass sie immer eine positive 
und zwei negative Wurzeln besitzt, die nur in gewissen Grenzfällen in 0 
übergehen. Die Grössen @ und @° sind daher positiv. Ausserdem wird 


— a G-+a" G’cosw-+e'”@'"sinw 
(11.) Acosu—a = | : 
At 


Die Coeffieienten «, @, @ u. s. w. können aber selbst dureh A 
und B und die Wurzeln der Gleichung in folgender Weise ausredriückt 
werden: 








En 1’+G)(B’+G) 
/ w (G G)(@G (1 ) 
12.) b (A? -@')(B @') 
\ u | Ü ww v! ! ! 
(G+G)(@"—@') 
. 3 2 | (A -— GN B G'"' 
r (G+@')(@ —@") 
y aA | + 
a= a - aA | u a. za - 
A’+ (F (A’ +-G)(@G (7 )(G (Fr 
/ ‘ 2 v'qaA b’ G' 
(13.) a = SH = aA dn... RER 
A’—G (A’—G )(@G + yi ı —i ) 
rt TqA B’- G' 
2 = aA | PREISE 
4’_—G F-CICHE KG) 
schliesslich 
2" y'bB on y'bB ao y''bB 
N une ) — ) 


ai = DA u mer Z Zn a 
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Dabei bleiben die Coeffiecienten immer reelle. Von den zahlreichen Bezie- 
hungen derselben unter sich und mit den Wurzeln der Gleichungen wollen 
wir noch folgende hervorheben, die wir später benutzen werden. 
Setzt man in der Gleichung dritten Grades (10.) für « die Wurzel 
@ ein und multiplieirt mit A’B’—@’, so erhält man 
ag) AB) | bAB'—G) | ei(A’B’—G) 
” A’+G | B’+G G 


— A’B—-A@.. 
Nun ist 


EEE) WER -WEINERIERN  CRTE. RT) 


A?’+G Kr  4’+G 2 A’+G A?’+G 
Dementsprechend sind die übrigen Glieder in (13°) umzuformen. Man er- 
hält daher 
ı A’(bB’+G' „m. bP’B’(A’+G 
( ( + ) — #6 ’ ( g = 7) 


1 A’ B’c! 
A’+G B’+G | 


G —cG = Ab—@G‘. 
Entwickelt man die Gleichung (10.) nach Potenzen von «, so ergiebt sich 
"—(a+b + —- A—b)W+(AB—A'b— Ad —-Ba’—Be)u-A Be =. 
Wurzeln und Coefficienten der Gleichung hängen nun durch folgende Rela- 
tionen zusammen: 


(13°.) -b’G+ 


G—-@—-@ = a +b’+c—A’—B 
GGG = A’Be. 
Daher kann man die Gleichung (13’.) in folgender Weise umformen 


a’A’(B’+G) b’b’(A’+G) 
A:+G B’+G 


2 


-6(6-0'-@"+4?4+B)+G@'" = ABC 


oder 


a’ A’(B’+G) , b’B’(A’+6) 


u, en 


—(A+G)B+N) +++) = 0. 


} 
\ AN 


en 


n : ' 1 ' ’ 
lis ergiebt sich fernerhin, dass du = dw ist und die Grenzen 0 und 


auch für das transformirte Integral bestehen bleiben. Wir fahren nun nach 
diesen. Angaben in unseren eigenen Entwicklungen fort. 


IV. 
Die in V und V, enthaltenen Integrale mit der Variablen « (Formeln 
(5.) und (6.)) gehen nun in folgende Form über unter Berücksichtigung der 
telationen (7.) bis (13.): 
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da du es / 27 N dıy 
Be ut ae = 
v0) 


0, .cosu —a)’+(o, Asinu—b)’+c?-Fw? + @' cos’ w+G" sin? 


0 
er %“ y'+r"cosw+y"siny dv ri f 7 | y' dıy 
7 G+@G'cos®’w+@G"sin’w “ G+@'cos’w+-@" sin’ w 
0 ) ’ 
ı f* y' coswdıy | Ai ysinwdw 
er Y Er: Y we u 2 Sy Y j Y - N Lj 4 2 5 
u G+G'cos’w+@"sin w ” G-+ G' cos’w-+@"sin ww 


Es ist leicht ersichtlich, dass die beiden letzten Integrale zwischen den 
(Grenzen 0 und 27 verschwinden. Ferner 
[" (o, Acosu Zn a)du 


) (0, Acosu —a) +(0,Asinu—b) +c’+w" 


ar — a'G@ +0a'@' cos 7E: a '@"sinw 


‚ —__ dıy. 
A(G H@' cos’ w + @" sin’) 


(0) 
Löst man auch hier das Integral in eine Summe von drei Gliedern auf, so 
verschwinden ebenfalls die beiden letzten Summanden, so dass nur die beiden 
Integrale 


' 2 eg ) u) Kaas 
G+G'cos’w+ @"sin’w A. 
0 0 


J Rf® dıy J a'G F* dıy 


r t (G' cos’ w -@"sin" ip 


weiter zu behandeln sind. 
Es ist nun 


904 n @"' (G'— ella . Yın 
Y v! . > | vr . > br „U T = 7 I ® I I y\ US ZU 
G+Geosw+G sn yw = — 4 4 


-— — 


daher, wenn man noch 2w = setzt, 


u), 


/ u dw E / #0 dy 
IH" I CHE +EN)+E—G")cosz 


1 (2G+@G+ G"')cos2+(@'- G') 
ug; z ” 2 IIN\2 I rs92 arc COS - *) vv; I 4 ‚ er verr\ ” 5; 
} (2G+G +G Y—(@ —G )” (2G + (4 .. ( )+(@G —(G Jc0SX ) 


Durchläuft die Werthe von O0 bis z, so durchläuft der Cosinus des Quo- 
tienten die Werthe von +1 bis —1, der dazugehörige Bogen auch die Werthe 
von O bis z und so fort. Es ist daher 


ka dy n An 
En ad a uud Y26+@'+6")’— (@’—@")’ 
4n 2n 


-— 


VAG’ FACE HE)" VEHEICHEN) 
Mit Berücksichtigung der in (12.) und (13.) angegebenen Werthe für 
y und « erhält man daher 
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„___ Ar ___ 2urlA’+’+@) 
V(6+G')(G+@") (e+@')(e+6@") ' 
ET RRENUER....... TEEN... nd im m 
AY(G+G')(G+@") (e+@')(a+@") ! A’+G’ 
und die in (5.) und (6.) verzeichneten Ausdrücke nehmen die Form an 
900. ("ae [ NOFREEO 1. 
(15.) ar 290.) de | ro), W 
TERREDE x a 
16.) ne 2a / dio } +6 )(0+67) V #46 di?. 


V. 
Wir erinnern uns, dass A=o,4, B= 94, G, —@, —@" aber die 
Wurzeln der Gleichung (10.) sind, somit auch Functionen der Grösse 4. 
Es gelingt nun, die zu integrirenden Ausdrücke als Funetionen des Quo- 


' B’+G@G ’ 
tienten LG darzustellen, welchen wir alsdann als neue Variable einführen. 


Zunächst formen wir den Ausdruck (@+@’)(@-+@”) um; nach (14.) ist 
Be r s ’ 42(B?1G) B’B’(A’G 
17) (HEYCHEN) = A 
Da aber 


v a“ b’ c' 
(17°) 2L6 Tpigtg = 1 
ist, so folgt 


(A+G)B+0) = a B+ +++ EEE 
Setzt man diesen Werth in (17.) ein, so ergiebt sich nach einigen Um- 


formungen: 


PIRERTRGUE 2% EEE At dur). c? (A?+G)(B’+G) 
18) (G+@)6+0") = [FE +9 + AT 
Setzt man nun 


(19.) 


so ergiebt sich 


(A’+G=oi+G=p, 
B’+G=00+G0=4q, 


| BG-10 = pB—-q4', 
also 
B’—-aA? 1... 
2 u BE; u EEE 
Bun uhr 27 ur 7 
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und somit 
(G+-G@)(G+@") = [a Tıp! | Pe:—90: ı Pal 91) 
| p 175-0 46 
Bezeiehnen wir die zu inteorirenden Ausdrücke in (15.) und (16.) mit F 
und F,, so ist 


F- V(A’+G)(B’+ G) 5 Yrg 
(G+G@)(@+@') (2927 P\ PO, 90, , CPI, 0,) 
a a Le er rn 


Dividirt man hier Dividendus und Divisor durch p, ausserdem im letzten 
Gliede des Divisors Dividendus und Divisor nochmals dureh p und schreibt 
dann ® für q:p, so erhält man 





F= ar 
a b’\ 0? — vo? ce? (0? —o?)rv 
(a’c+ ® / ” rc =, “or 
(21.) 0,0, 0; C 
\r 
 v(ei—g}e) (0°; 4 1 oe) 
.27 9-04 tr 
Ferner ist 
P0,— 99, 1/9 
F= un u 0,01 u p 
(G+G)(G+@') A’-+G („9 pP \ Po,—-907 , ©PglQ;—0; 
\ p ’ q/ 0,— 0 po; —1ge! 
q 
> 


Ey .D c’pq(o!—o?)‘ 
("4 PSP) 
we, q (PQ,;— 4907) 
Dividirt man im letzten Gliede des Divisors Dividendus und Divisor dureh 
p' und schreibt dann o für g:p, so ergiebt sich 
- 
F = EIER. Ä 
. 2 b’ er(ei—o?)’ 
a0 + — + — —2—3 
vo (0-29) 
und durch weitere Umformung 
| ee. Yv 1 
(22.) 7 (—@?)o (04%) il _ c:(e-_) 
ai 
Die letzten Umformungen in den Ausdrücken für F und F, wurden 
mit Rücksicht auf die folgenden Entwicklungen vorgenommen. Indem wir 
Jetzt v als eine neue Variable ansehen, müssen wir nun das Differential 
di‘ durch dv ausdrücken und die Grenzen für die neue Variable bestimmen. 


20* 
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Nach (19.) ist 
AB’ = (0) = pq. 
Aus Gleichung (17“.) folgt unter Berücksichtigung des Werthes für 
G in (20.) 





ai Pı 1-0) _ p 
q 0 
02 p ® 
und 


Paar 


folglich durch Subtraetion 


(ddr = De 4! I 
.W 











q 
und setzt man > = v, so erhält man 
u Ale 1 1 
(dr = + 1)+ ee ce =: | 
1 —_—0 
® 


Differentiirt man, so ergiebt sich 


ee] 


und schliesslich 

(23.) - (+) Er ]ae. 
Der Factor von do ist nun derselbe, der als Divisor in den Ausdrücken für 
F und F, in (21.) und (22.) auftritt. Bezeichnen wir vorläufig die Grenzen 
für © mit vo, und v, und setzen wir die in (21.), (22.) und (23.) erhaltenen 
Ausdrücke in (15.) und (16.) ein, so ergiebt sich 











ee) %p) dv 

24. V= 2.0, dw u 

je ANZ J (e!—e!e)yo 

Ba z »n ’p, 1 do 

22. V za em 2a ») dw ur a: Zr u 

(25.) 1 0: J 0?—0? yo 

Die TEN RENN: nach » sind leicht auszuführen. Es ist 
fi - “ — og. dr 79,7 yo nu —— _2yo ° 
(eo) MR o,—o,VYoe ' ” (e-ei)Yv 0: 


Es war 
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_4 _@80%+6 

a p oN’+G 
und @ die positive Wurzel der Gleichung (10.). Für 4=0 ist o,= 1; dies ist 
die untere Grenze. Für A = 1 bezeichnen wir die positive Wurzel der Glei- 


chung (10.) mit s; die Gleichung lautet dann 








a? Bo A ni 
Se PET er 
es ist dann die obere Grenze für ® 
Men u 
+5 
Somit ergiebt sich 
F 0:+s 
fr 9, +8, Fr se h 
27. V=2 log 1 —, 2 1 Ido, 
( ) 7% oO P% 04 x 0, +0, 
F Q Sl 0’ +5 a 
| , 40,0, " '0?+s | 
> m — - ihr — —- y) 
(28.) r; es Norge 1 law, 


wobei w und s noch durch die Gleichung (26.) zusammenhängen. 


VI. 
Wir führen nun statt » die Variable s ein. bestimmen zu diesem 


Zwecke w aus Gleichung (26.) und benutzen den Buchstaben gleichzeitig 
als Functionszeichen. Es ist 


9. = Ysi- ® z 6 Ye 3 

(29.) w(s) sl 70% n 
Soll w(s) =» werden, so muss s= x sein; soll dagegen w(s) = 0 
werden, so muss s einen bestimmten Werth s, annehmen, die positive Wurzel 
der Gleichung w(s) =0 oder der Gleichung (26.), wenn in derselben w — 0 

gesetzt wird: 
Be BR: 1 b’ ı c” 
0,48 


0,48 s 

Diese Gleichung hat, wie aus den Gaussischen Entwieklungen her- 
vorgeht, immer eine positive und zwei negative Wurzeln, so lange ce’ —> 0 
ist. Für den Fall, dass der Punkt P in die Ellipsenebene rückt, also ce = 0 


wird, können eine oder zwei dieser Wurzeln in Null übergehen. Dass eine 
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der Wurzeln verschwindet, lehrt unmittelbar Gleichung (29.). Die beiden 
anderen liefert dann die Gleichung zweiten Grades 


os a? b? 
(29 h 1— 2 ni 2 r = V, 
0,78 078 
l. Liegt der Punkt in der Ellipsenebene, aber ausserhalb der Ellipse, 
2 2 
« [3 a b — * [3 . [3 ” 
so hat Gleichung (29°), da —. +; >]1 ist, immer noch eine positive 
% eg 


Wurzel. Es muss daher jene Wurzel der Gleichung dritten Grades, die 
in Null überging, eine der beiden negativen Wurzeln gewesen sein. 

2. Rückt der Punkt in der Ellipsenebene an die Ellipse heran und 
fällt schliesslich mit einem Punkte der Grenzlinie zusammen, so wird die 
positive Wurzel der Gleichung (29°) immer kleiner, bis im Grenzfall die 
(Gleichung in die Gleichung der Ellipse übergeht, d. h. die positive Wurzel 
derselben und auch der Gleichung dritten Grades wird gleich Null. 

3. Liegt der Punkt ausserhalb der Ellipsenebene, jedoch so, dass 
der Fusspunkt des Lothes e in die Ellipse fällt, so hat Gleichung (29°), da 


a* b?’ 


0: + 0? 1 ist, überhaupt keine positive Wurzel mehr. Rückt dann der 
Punkt in die Ellipse, wird also e=0, so muss von den drei Wurzeln der 
Gleichung (29.) es hier ebenfalls die positive Wurzel sein, die verschwindet. 
Wenn also der angezogene Punkt auf der Grenzlinie oder innerhalb 
der Fläche liegt, ist s, = 0 zu setzen. 
Setzt man nun zur Abkürzung 
9.70, / ee 0,—_ 
 t9t+t$ ,970 
9-0 ve 9,70, 
1 


fs) = log 








so ist nach (27.) 
»L 
; ‚., dw 
= 2/ (8 ds. 
., f\ ) ds 
‘Integriren wir hier durch Theile, so erhält man 


(30.) = 2[e(fal—2/ w (s) er ds. 


Es lässt sich nachweisen, dass das vom Integralzeichen freie Glied 
verschwindet. Für s=s, ist w=0, f(s) hat einen endlichen Werth, also 
verschwindet der ganze Klammerausdruck. Für s= x nimmt er allerdings 
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die Form x.O0 an. Um den wahren Werth zu finden. bestimme man 


df(s) 


lım 


S—R 


Ss 
d 1 
ds \w(s) 
Redueirt man den Ausdruck auf einen einfachen (Quotienten, so er 
giebt sich, dass der Divisor nach s von höherem Grade ist als der Divi- 
dendus, der Grenzwerth des Quotienten somit gleich Null ist. 
Es ist 
df(s) _ dlog(o,Yoi+s+e,Ve;+s) _ dlog(o,Yei+s—e,Ve;+s) 
ds ds ds 


00, 
% n 


1 


sY(e!+s)(@i+5) 


Setzt man diesen Werth in (30.) ein, so ergiebt sich 


(31.) Ems —EI 


sY(e!+5)(e! +5) 


$n 


Setzt man ferner zur Abkürzung 


0? +8 
fie) = V 3-1, 


0, T8 
so ergiebt sich nach (28.) 
‚ 4o.0,a /” dw 
= a) KORFF ds, 


oder nach einer Integration durch Theile 


\ 4o.o,a oe , doo,a /” df,(s) 
V, = - 22-[eo(s)f,(s), + —- w(s) — ds. 
1 0° —-g: [ \ )h( )| . 0° —_? 4 (6) ds 


Auch hier kann man nachweisen, dass das vom Integralzeichen freie Glied 
verschwindet. Es ist ferner 


40 __ 4 (Ver _,] 


ds ds 0° +8 


e—0: 
(0, +s)Ylo;+s)(e;+s) 


EI, 


daher 


32.) Y = Bf —— 2 ___ 
(32.) 1 919: J (eo? +s)Y(ei +s)(ei+5) R 


*) Dies ist der Ausdruck für das Potential einer elliptischen Fläche. Vergl. F. Grube 
„Ueber die Anziehung eines homogenen Ellipsoids“, dieses Journal, Bd. 69, 8. 6. 
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vn. 


Nun war nach (4.) der Ausdruck für das Potential des Ringkörpers 


U= f" Vmeosydy+ / V.dy. 


0 0 


Setzt man hier die in (31.) und (32.) gefundenen Ausdrücke für V 
und V, ein, indem man zugleich beachtet, dass nach (3.) a = meosp-—r ist, 
so findet man 

.. Bio: fe Fe fe | w(s) [ u BE de © 

= „ Vei+s)(e+s) : Pır8 
oder nach weiterer Umformung 
a) Va uf 
u street +8) 

Wir führen nun in w(s) die Grösse g sowohl wie die auf das ur- 
sprüngliche rechtwinklige Coordinatensystem bezogenen Coordinaten des 
Punktes P ein durch die Relationen (3.): a= mcosp—r, ec = msingp, m’ = o’+y’, 
b=fß. Dann ist nach (29.) 









w’(s) wie m. We ER m"cos’p—2mreosyg+r PP _m’sin’gy 
s 0+s 045 Ss 0’ +5 05+3$ Br 
und nach weiterer Umformung 
BEL): 5 A a A 
=. Qs@ +9) Ti u 37 


daher 





u u Vmesie= ragen 
0: (074) 0; 0:45 


Setzt man nun 0:0} = k, also o; = o7k, führt statt s die Variable s’ ein durch 
die Substitution s = o;s' und schreibt dann wieder s statt s’, so wird zunächst 


w(s) = MT ar I: —er)s ? P*s 








(s+1)(s-+k) ’ 





(34) (0) — YRSe+rITCHH 06) 
wobei | 
Ds) = (++ DE+M+B’s(+ D+F-E)s(+ D+h) 
ist, und der Ausdruck für U geht über in folgenden: 


BE U-— 2% a (meosp+trs)Y (mcosp-+rs)’ (s+K)— Ds) ds, 
0) z Ss s(H1)’@+h) 


worin P(s) den in (34.) VRR, Werth besitzt und s, nun die positive 
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Wurzel der Gleichung 


(meosy-+rs) (s+k)— PD (s) = 0 


ist. 

Dies ist der Ausdruck für das Potential eines homogenen Ringkörpers 
mit elliptischem Querschnitt, der für =1 in den von mir früher entwickel- 
ten Ausdruck für einen Ringkörper mit Kreisquerschnitt übergeht. Die par- 
tiellen Differentialquotienten nach den Coordinaten «, 9, y ergeben die Gom- 
ponenten der Anziehung in der Richtung der Axen des rechtwinkligen Co- 
ordinatensystems. 

Am einfachsten gestaltet sich der Ausdruck für die //-Componente, 


M) 


da nur P(s) die Grösse ? enthält. Man erhält, wenn die Componente mit 


B bezeichnet wird, 


. » Ir » 7 n # u , 
36.) b= — 2kP / dp / (mcı sp-tr s)ds | 
a . y* 2 ($ +- L)(s t- k) (mcosy - rs)’(s k) D (5) 


Es vereinfacht sich der Ausdruck für den speeiellen Fall, dass der 


ot. Dann wird m=Vae+y’—=(0, s,, 


angezogene Punkt in der Ringaxe lieg 
die positive Wurzel der Gleiehung (34.), wird von p unabhängig und 
man kann daher ohne weiteres die Reihenfolge der Integrationen umkehren 
und die Integration nach Y ausführen. Man erhält dann ein einfaches ellip- 


tisches Integral, nämlich 
»nD 


B= —Iarkß [ 


sds 
(s+1)6+Kk)y r?s’(s+h)— D(s) ” 
wobei 2P(s) = Prs(s +1) +(r—o,)s(s+1)(s+K) ist. 
Dieser Ausdruck stellt zugleich die Grösse der ganzen Anziehung 
dar. Durch weitere Umformungen ergiebt sich 
.: Inch s 
ul init) (s+1)(s+k) Ysloi(s+1)(s+k) —r’(s+k)— P°’(s+1)] | 
Hierbei ist, da der Punkt ein äusserer ist (s. Abschnitt VI, S. 158, 
Fall 1.), s, die positive Wurzel der Gleichung zweiten Grades 
o(s+1)(s+k)—r’(s+M)—P’ls+1) = 0. 
Nennen wir die andere Wurzel s,, so kann man schreiben 


B = —Anrkpf 


So 


ars 


ds 


$ ds 


(s+ 1)(s+k) Vs(s—s,) (s _s, ) 
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Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Ebenen- 
büschel und collinearer Bündel oder Räume. IV *). 


(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 


Neit Riemann und Plücker haben die Mathematiker den sogenannten 
„häumen von mehr als drei Dimensionen“ immer grössere Aufmerksamkeit 
zugewendet. Schon besitzen wir über die „Geometrie von » Dimensionen“ 
eine reiche Litteratur, die fortwährend sich mehrt, zumal in Italien**). Der 
»-dimensionale Raum A, wird darin aufgefasst als eine lineare Mannigfaltig- 
keit von »” Punkten, die durch » Coordinaten bestimmt sind; er enthält 
demgemäss ’"" Gerade AR,, &°”"” Ebenen R,, x*"® dreifach ausgedehnte 
Räume AR,, u. s. w. und ist der analytischen Behandlung ohne Weiteres 
zugänglich. 

Selbstverständlich wird bei dieser Auffassung auf die räumliche Vor- 
stellung, auf die unmittelbare Anschauung der Räume von mehr als drei 
Dimensionen oder ihrer Theile von vorn herein verzichtet, schon weil wir 
uns ausserhalb des dreidimensionalen Raumes keinen Punkt vorstellen können. 
Keine Analogie dieser Räume mit dem dreifach ausgedehnten Raume kann 
dem menschlichen Geiste zu einer solchen überräumlichen Anschauung ver- 
helfen. Den Namen „Raum“ für mehrfach ausgedehnte Grössen, unter 
welchen ja allerdings unsere Raumgrössen mit enthalten sind, halte ich des- 
halb für recht unglücklich gewählt, für verwirrend und irreleitend; die älteren, 
von Grassmann und Riemann gewählten Bezeichnungen „Ausdehnungsgrösse‘ 
und „Mannigfaltigkeit“ sind jedenfalls vorzuziehen. Die Geometrie von » 
Dimensionen verdient meines Erachtens diesen Namen nicht, sobald sie sich 
auf einen sogenannten Raum von mehr als drei Dimensionen bezieht**”): 


*) Fortsetzung von Bd. 106, S. 315—329 dieses Journals. 
**) Vgl. die einschlägigen Arbeiten von d’Ovidio, Veronese, Segre, Bertini, Aschieri, 
Loria, del Pez30, @aporali, Brambilla, Castelnuovo u. A. 


“=*) Der Name „Ausdehnungslehre“ (Grassmann) ist allgemeiner und deshalb passender. 
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sie entbehrt aller Vorzüge der Anschaulichkeit und sinnlichen Darstellung, 
welche die eigentliche Geometrie auszeichnen. 

Nun sind wir aber seit Plücker, welcher ja zuerst die Coordinaten 
von Geraden und Ebenen eingeführt hat, und seit Grassmann gewöhnt, die 
Parameter irgend eines Gebildes, z. B. einer Curve oder Fläche, wie die 
Coordinaten eines Punktes in einem höheren Raume zu behandeln. ohne 
auf einen solehen zurückgehen zu müssen*). Wir können gleichermassen 
die Punkte des unserer Anschauung unzugänglichen »-dimensionalen Raumes 
R, durch Linien, Flächen oder andere anschauliche Raumgebilde ersetzen, 
und AR, durch eine Mannigfaltigkeit |M,| derartiger Gebilde darstellen. Nur 
dann aber wird diese Darstellung uns befriedigen können, wenn |M,| zugleich 
mit R, linear ist, und wenn jedem Punkte von AR,, dessen » Coordinaten 
reell sind, ein reelles Gebilde von |M,| entspricht. 

Zur anschaulichen Repräsentation eines vierdimensionalen Raumes 
R, eignet sich die Mannigfaltigkeit der x* geraden Linien nicht besonders, 
weil sie keine lineare, sondern vom zweiten Grade ist. Auch die Mannig- 
faltigkeit der &* Kugeln ist hierzu wenig geeignet, obwohl sie linear ist, 
wenn als Parameter einer Kugel die rechtwinkligen Coordinaten ihres Mittel- 
punktes und ihre Potenz im Coordinatenanfang gewählt werden; denn reellen 
Werthen dieser vier Parameter können Kugeln mit imaginären Radien ent- 
sprechen. Von den höheren Mannigfaltigkeiten mancher anderen Linien und 
Flächen gilt das Gleiche. Dagegen sind unsere Mannigfaltigkeiten projeetiver 
Grundgebilde zur Darstellung mehrdimensionaler Ausdehnungsgrössen vorzüg- 
lich geeignet, indem ihre durch reelle Parameter bestimmten Gebilde alle reell 
und der Anschauung leicht zugänglich, sie selbst aber linear sind. Die 
Lehre von diesen linearen Mannigfaltigkeiten ist in Wahrheit eine Geometrie 
von » Dimensionen, wenn unter Geometrie die Lehre von den Raumgrössen 
und den räumlich vorstellbaren Gebilden verstanden wird. 


Wir führen nunmehr die Untersuchung der linearen Mannigfaltig- 


*) Nach einer Bemerkung von Clebsch („Zum Gedächtniss von Julius Plücker“, Göt- 
tingen 1872, S. 31) pflegte Plücker diesen Gedanken gesprächsweise zu erörtern. Doch hat 
meines Wissens Hermann Grassmann („Ausdehnungslehre von 1862* S. 267 No. 392—3) 
zuerst mit Coordinaten von Curven und Flächen gerechnet und mittelst derselben ein 
„Curven- resp. Flächengebilde nten Grades“ definirt. In einer Anmerkung bezeichnet 
Grassmann die zu Grunde liegende Idee ausdrücklich als eine naturgemässe Erweiterung 
des Begriffs der Coordinaten. 


91* 


— 
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keiten |S,| collinearer Bündel weiter und heben schon hier als merkwiür- 
digstes Ergebniss hervor, dass die Bündelmannigfaltigkeiten |S;| und |S,._;' 
von gleichviel Parametern abhängen und in ähnlicher Weise dualistisch sich 
gegenüber stehen, wie (51.) die Büschelmannigfaltigkeiten |w,| und |,_;|. 




































$ 12. 
Die lineare Mannigfaltigkeit |S;| von 00° collinearen Bündeln und der |&,|-Bündel |s;, |. 

69. Eine lineare Mannigfaltigkeit |S;| ist durch beliebige sechs ihrer 
collinearen Bündel bestimmt. Ihre &° Bündel bilden (36.) &°® Reihen |S, |, 
>" Netze |S,|, ©” lineare Complexe |S,| und x? lineare Mannigfaltigkeiten 
IS,.. Diese |S,| haben zu zweien, dreien, vieren oder fünfen i. A. einen 
linearen Complex |S;|, ein Netz |S,|, eine Bündelreihe 























S,| resp. einen Bün- 
del gemein (39.). 














Auf |S,| ruht ein „Bündel“ |&,| von 0° collinearen Mannigfaltig- 
keiten |&,|, die aus je x° homologen Ebenen der Bündel von |S,| bestehen 


(vgl. 44.). Die homologen Ebenen dieser |e,| bilden die collinearen Bündel 
von |S;|. Der 





&|-Bündel ist durch beliebige drei seiner eollinearen |e,| be- 
stimmt und enthält jeden durch zwei derselben bestimmten Büschel 
zwei seiner oo’ Büschel 


&;. Je 








Ezı 





haben eine Mannigfaltigkeit |e,| gemein. 

66. Die ©” linearen Mannigfaltigkeiten |S,| von |S,| haben i. A. je 
10 Kernpunkte K (54.). Ihre ®’ Kernpunktgruppen 10K können zu zweien 
durch eine Raumeurve sechster Ordnung verbunden werden, nämlich (54. 
durch die Kerneurve c’ des linearen Complexes 





S,\, welchen die zugehöri- 


gen beiden |S,| gemein haben. Jede der ©" Kerneurven e’ von |S,| ent- 





hält übrigens «' Punktgruppen 10K, weil x’ |S,| von |S,! durch den ent- 
sprechenden linearen Complex |S;| gehen (36.). 
Zu dreien können die &° Kernpunktgruppen 10K dureh die kubische 


3 


Ordnungstläche F’ eines Netzes von |S;| verbunden werden, wie analog sich 
ergiebt. Jede der x” Ordnungsflächen F’ von |S,| enthält x” Gruppen 
I0K, ihre Punkte gehören zu je einer dieser Gruppen. 

67. Ein beliebiger Punkt ist Mittelpunkt eines singulären Netzes 
von |S;| (vgl. 20., 54.), und gehört zu den Kernpunktgruppen 10K der das 
Netz enthaltenden &° Mannigfaltigkeiten |S,| von |S;|. Diese »° Gruppen 
10K liegen alle auf dem kubischen Ordnungskegel des Netzes (54.). Jeder 
Strahl d des Kegels ist die Axe eines Ebenenbüschels, auf welchen ein 
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Bündel von 
&,| gehen also ce’ homologe Ebenen dureh d. Von x” Kerneurven 


J 





S,| sieh redueirt (19e.); von den »o° eollinearen Mannigfaltig- 





keiten 
c® ist d eine Doppelsehne, denn der ausgeartete Bündel d ist in ©’ linearen 
S; ‚ deren Mittel- 
punkte X, K’ beliebig auf dem Strahle d angenommen werden, haben den 
S,| von |S, 


+ 











Complexen von enthalten. Zwei singuläre Netze von 'S, 
Le) | ) 


ausgearteten Bündel gemein und können deshalb dureh eine 





verbunden werden; von dieser |S,| aber sind K und K’ zwei Kernpunkte. 
In |S,| giebt es x” Bündel, welche den Strahl d entsprechend gemein 
haben, und zwar bilden dieselben ein specielles Netz mit geradliniger Ord- 
nungsfläche (56.). 

Die Axen d der ausgearteten Bündel von |S,| bilden einen kubisehen 
Strahleneomplex |d,|; die Ordnungskegel der x’ singulären Netze von |S, 
sind zugleich die Complexkegel von |d,|. Der Complex |d,| besteht aus den 
Doppelsehnen der x° Kerncurven von |S,| und 'e,,|, und zugleich aus den 
Geraden, in denen je x” homologe Ebenen der Mannigfaltigkeiten von | 
sich schneiden; er enthält die 45 Verbindungslinien der 10 Kernpunkte jeder 
Gruppe 10K und die Strahleneongruenz d; jeder 8, von 8, (vel. 55.). 

Die beiden sich stützenden Mamnigfaltigkeiten |S, und #,, hängen 
1. A. von 28 Parametern ab (vgl. 56.). 

68. Jeder Büschel |e,, 
faltigkeit |u,| homologer Ebenenbüschel der x° Bündel von |S,;|. Seine x’ 
Mannigfaltigkeiten haben die Berührungsebenen einer Hauptfläche 2’ zweiter 





von |&,| ruht auf einer linearen Mannig- 


Klasse entsprechend gemein (46.), und die eine Regelschaar |t,| von 2’ be- 
steht aus den Axen der singulären CGongruenzen |w,| von |w,!. Jeder Strahl 
t der Schaar |#,| ist demnach Axe homologer Ebenenbüschel von x’ in |S. 
enthaltenen Bündeln. Letztere haben den Strahl # entsprechend gemein und 
bilden in |S;| ein speecielles Netz |S;|, dessen Ordnungsfläche geradlinig ist 
und £zur Doppelpunktsgeraden hat (19a.). Auf den Büschel # redueirt sieh 
(19a.) ein Bündel von |S,| und damit von |S,;|; die Schaar |t,| ist sonach 
in dem Strahlencomplexe |d,| enthalten. Jeder Mannigfaltiekeit |e,| von |a 
entspricht ein Leitstrahl » von |£,| in der Weise, dass je drei Büschel von 
u, 





5,1 





. denen in |&| eine und dieselbe Ebene entspricht, die Gerade w er- 
zeugen (47.). 

Wir haben so x” hegelschaaren |f,| in dem kubischen Complexe 
(d,| nachgewiesen; dieselben liegen auf den ©” Hauptflächen ®’ der |e.- 
üschel von |z;;|. 
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Ein beliebiger Strahl d von |d;) liegt i. A. in nur einer der Regel- 
schaaren ||. Denn in |S,| giebt es i. A. nur ein Netz |S,|, dessen Bündel 
alle den Strahl d entsprechend gemein haben (vgl. 67.); die Ebenenbüschel 
d dieser Bündel aber bilden mit den homologen Büscheln der übrigen Bündel 
von |S;| die lineare Mannigfaltigkeit |w,|, deren Hauptfläche jene Schaar |t,| 
enthält. Die Leitstrahlen » der so’ Schaaren |i,)j bilden einen Complex |w;|, 
d.h. dureh einen Punkt P gehen, resp. in einer Ebene & liegen i. A. x! 
derselben; denn jede der »o' Schaaren |#,|, von welchen ein Strahl durch ? 
geht oder in & liegt, sendet durch P resp. in e auch einen Leitstrahl. Da 
hiernach zwei concentrische Complexkegel von |d;| und |w;| eindeutig auf 
einander bezogen und deshalb von gleichem Geschlechte sind, so ist der 
Complex |w;| mindestens vom dritten Grade. 

69. Eine beliebige Mannigfaltigkeit |&,| von |&,| besteht aus «’ 
homologen Ebenen der eollinearen Bündel von |S,| und enthält die Ebenen 
des Raumes i. A. je ’-mal. Die eo” Bündel von |S,|, denen in |&| irgend 
eine Ebene p entspricht, bilden ein specielles Netz |S,|, dessen Ordnungstfläche 
in g und eine hegelfläche F” zweiter Ordnung zerfällt (195.). Sie senden in 
jede zweite Mannigfaltigkeit |e,|, von j&,! einen Bündel P von Ebenen, die 
alle der Ebene p von |e,| entsprechen und durch einen Punkt von F’ gehen: 
die »o® Bündel P aber bilden das auf |S,| ruhende Netz und sind collinear, 
sodass zwei homologen Ebenen Y, y, von |&,| und |es,|, in den übrigen 
Mannigfaltigkeiten von |&,| Je eine Ebene entspricht. 

Die eine Regelschaar |g,| von F’ besteht (195.) aus den Axen aus- 
gearteter Bündel, welche in |S,| und somit in |S,| eine specielle Reihe |S,| 
bilden und in die übrigen Mamnigfaltigkeiten von |&,| je einen Büschel w 
von Ebenen senden. Die »° Bündel von |S,| erzeugen durch die homologen 
Büschel, deren Axen in p liegen, die &' Leitstrahlen » von |g,| (195.): 
jeder dieser Leitstrahlen ist (68.) zugleich Leitstrahl einer Regelschaar |t, 
von |d,|. Die Schaar |g,| gehört zu dem kubischen Complexe |d;| (vgl. 67.). 

70. Wenn die Ebene 9 um eine ihrer Geraden s sich dreht, so be- 
schreibt das Netz |S,| in |S;| den speciellen Complex der Bündel, denen in 
|&| die Ebenen von s entsprechen. Die Kerncurve dieses linearen Com- 
plexes zerfällt in s und eine Raumeyrve fünfter Ordnung auf F’, deren 
Doppelsehnen die Schaar |g,| bilden (28d.). Die Fläche F’ ändert sich 
nicht bei der Drehung von Y (28d.); sie wird erzeugt durch je drei Bündel 
von |S;!, denen in |&, eine und dieselbe Ebene, gleichgültig welche, entspricht. 
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Die x* Bündel von |S,, denen in |&| die Ebenen eines Punktes P 
entsprechen, bilden eine lineare Mannigfaltigkeit |S,. Dieselbe hat P zum 
Kernpunkte, und ihre übrigen neun Kernpunkte liegen auf F’ (vgl. 62.). 
Sie enthält ausser der speciellen Reihe |'S,| (69.) noch neun Reihen aus- 
gearteter Bündel, deren Axen neun Regelschaaren 'g, von \d, bilden und 
welche nach '&, neun Büschel von Ebenen senden (62.). Die Axen dieser 
neun Büschel gehen durch P und sind Leitstrahlen » von je einer der 
neun Schaaren 'g,. 

‘1. Jeder Mannigfaltigkeit |&, von |&,' entspricht (69., 70.) eine 
Regelschaar |g,| des kubischen Strahlencomplexes d, ; ausser den &’ Schaaren 
t,, giebt es also in |d, noch x” andere Schaaren 'g,. Der Mannigfaltig- 
keit |e, entspricht (69.) in jedem sie enthaltenden Büschel '&,, von &, ein 
Leitstrahl » der homologen Schaar g,; 


i 


derselbe liegt auf der Flauptfläche 
P’ von '&, und ist auch von der Sehaar 't, dieser 2’ ein Leitstrahl. Die 
»° Schaaren g,| haben also dieselben Leitstrahlen w, wie die x’ Schaaren 
t,; ihre Leitstrahlen bilden ebenfalls den Complex w;. 

Die Mannigfaltiekeit |S, enthält &*” Reihen |S, von ausgearteten 
Bündeln, deren Axen je eine der Schaaren g, bilden. In eine beliebige 
*,. Von &, senden diese speciellen Reihen x” Ebenenbüschel, welche die 
Strahlen einer Congruenz neunter Ordnung von w, zu Axen haben (70.). 

Eine hegelschaar 'g, kann (195.) in einen Kegel, und eine Schaar 
t, kann (48.) in einen Strahlenbüschel zweiter Ordnung ausarten, indem 
sie einer einfachen Bedingung genügt. Unter den &° Schaaren g, und # 


des Complexes 'd,| giebt es demnach i. A. »x' Kegel resp. »' Strahlen- 


büschel zweiter Ordnung; dieselben fallen mit ihren Leitschaaren zusammen 
h ö und sind auch in w, enthalten. Ist P der Mittelpunkt eines solchen Kegels, 


so zerfällt in letzteren und in eine Ebene der kubische Complexkegel P 
| von |d,.. Auf die Ebene einer ausgearteten Schaar ft, redueiren sich x’ 
homologe Büschel derjenigen Bündel von S;, welche die Strahlen von '£ 
zu Axen haben (vgl. 48.). 


h 72. Wenn die econcentrischen Bündel eines singulären Netzes K 
i von |S,| einen Strahl d’ entsprechend gemein haben, so wird d’ ein Doppel- 
s ö strahl des Ordnungskegels von K und Axe einer Reihe ausgearteter Bündel 
a von ‚S;| (19e.), zugleich aber Axe von x” homologen Büscheln der 
| ; Mannigfaltigkeiten von '&, (vgl. 6d.).. Durch d’ geht folglich jede Con- 


gıuenz |d,, welche aus den Axen der ausgearteten Bündel einer ‚S, von 
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S, besteht, und d’ ist ein Doppelstrahl des Complexes |d,;; sowie aller 
Kegel desselben, deren Mittelpunkte auf d’ liegen. 

Ein Netz concentrischer Bündel hängt i. A. von 13 Parametern ab; 
diese Zahl aber vermindert sich um zwei, und das Netz genügt demgemäss 
zwei einfachen Bedingungen, wenn seine Bündel einen Strahl entsprechend 
gemein haben (19e.). Von den x” singulären Netzen in |S,; genügen i. A. 
»>' diesen beiden Bedingungen, sodass i. A. ©! Complexkegel mit je einem 
Doppelstrahle in |d, vorkommen. Doch ist die Zahl der Doppelstrahlen 
d’ von |d,, eine endliche, weil jeder d’ in x! Complexkegeln als Doppel- 
strahl vorkommt. 

Durch einen Doppelstrahl d’ gehen x' Regelschaaren 't,| von |d,.. 
Weil nämlich die »°” Bündel jedes singulären Netzes von S,, dessen Mittel- 
punkt K auf d’ liegt, den Strahl d’ entsprechend gemein haben, so bilden 
ihre oc° Büschel d’ mit ihren homologen Büscheln eine Mannigfaltigkeit 
“, , deren Hauptschaar 4, durch d’ geht (46.); diese Schaar aber ändert 
sich mit K. Je drei Punkte K, K,, K, von d’ bestimmen als Kernpunkte 
eine lineare Mannigfaltigkeit |S,; von |S; ; die singulären Netze K, K,, K; 
von ‚S;' haben nämlich die Reihe ausgearteter Bündel d’ gemein und sind 
folglich in einer |S,) enthalten. 

Ein Netz eonecentrischer Bündel, welche zwei Strahlen entsprechend 
gemein haben, kommt i. A. nicht vor in |S;|; denn ein solches muss vier 
einfachen Bedingungen genügen. Der kubische Complex |d,| enthält des- 
halb i. A. keine sich schneidenden Doppelstrahlen d'. 

73. Die Parameterzahl eines singulären Netzes S, sinkt von 13 
auf 11, wenn seine concentrischen Bündel eine Ebene @ entsprechend ge- 
mein haben *). In diesem Falle hat |S,| zwei einfachen Bedingungen zu 
genügen, sein Ordnungskegel zerfällt in 9 und einen Kegel K’ zweiter 
Ordnung (19b.), und von dem auf |S,), ruhenden Netze |P,| redueirt sich ein 
Bündel auf 9. Das Netz |P,| enthält &' Reihen perspectiver concentrischer 
Bündel, welche p zur Collineationsebene und je einen Strahl von K° zur Oolli- 
neationsaxe haben (195.). Die »' ausgearteten Bündel von S,) bilden eine 


Reihe |S, |, deren Axen auf K’ liexen, und ausserdem eine quadratische Mannig- 
| I) te) ’ o 








*) Der Mittelpunkt des Netzes hängt von drei, sodann @ von zwei, und die Collinea- 
tion beliebiger drei Bündel des Netzes noch von 2.6 = 12 Parametern ab (1.). Dasselbe 
Netz wird aber durch »° andere Bündeltripel bestimmt, weshalb 3+2+12—6 =11 
die Anzahl seiner Parameter ist. 
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faltigkeit, deren Axen in g einen Strahlenbüschel erster Ordnung ausmachen; 
sie senden in jeden Bündel von |P,| die Ebenen eines Büschels erster und 
eines Büschels zweiter Ordnung. 

Den beiden Bedingungen genügen i. A. ' singuläre Netze von 'S; , 
und der kubische Complex d,; enthält demgemäss i. A. »o' zerfallende Kegel 
dritter Ordnung, deren Doppelstrahlen jedoch nieht zu den Doppelstrahlen 
d' von d;| gehören (72.). Auf den conischen Theil K jedes zerfallenden 
Complexkegels redueirt sich eine Regelschaar |g,| von |d,. Denn die mit 
K’ eoneentrischen Bündel von |S, haben eine Ebene %, den anderen Theil 
des Complexkegels, entsprechend gemein und erzeugen zu dreien den Kegel 
K’ zweiter Ordnung; ihre Ebene p aber bildet mit den homologen Ebenen 
der übrigen Bündel von |S;| die Mannigfaltigkeit | 
auf K’ liegende Schaar |g,| entspricht. Den »' durch diese &, gehenden 





& , welcher (70.) jene 
Büscheln |&,| von |&,| entsprechen in |d,; Regelschaaren £,|, von denen 
(68.) je ein Strahl in p und (71.) je ein Leitstrahl wo auf K liegt. 

74. Die Uollineation zweier Mamnigfaltigkeiten &); und '&,, von 
&,| lässt sich zurückführen auf die projeetive Beziehung zweier Punktreihen 
w, und wo, und zwar entsprechen sich in \&| und |&|, zwei Ebenen g und 
f,, wenn sie durch homologe Punkte von resp. w, und ®» gehen (47a.). 
Von der Hauptfläche des durch '&, und |&, , gehenden Büschels &,,| erzeugen 
die projeetiven Punktreihen ®,, w die eine Regelschaar |t, ; sie liegen in 
zwei Leitstrahlen von 4, und sind zugleich Leitstrahlen der resp. Schaaren 
9,, und g,|,, welche in .d,| den Mamnigfaltigkeiten |&| und 'e, ,, entsprechen 
(47b., 68., 71.). 

Zahlreiche sich aufdrängende Fragen über die Mannigfaltigkeiten S; 
und '&,; müssen wir unerledigt lassen, insbesondere die folgenden. Welche 
Orte bilden die Ebenen der ausgearteten Regelschaaren |t,|, die Mittelpunkte 
der zerfallenden Complexkegel von |d; und die Doppelstrahlen dieser Kegel? 
Welche Bedeutung haben diese und die Doppelstrahlen d’ von |d,| für den 
Complex |w;)? Von welchem Grade ist |w, ? Wie viele Doppelstrahlen @' 
giebt es in |d, und wie liegen sie? Auch von den gegenseitigen Bezie- 
hungen der &* Hauptflächen 2°, der &° Kernpunktgruppen 10K, der x” 
Kerneurven ce’, der ©” Ordnungsflächen F? und &° Ordnungsceurven ce’ von 
S;| ist noch wenig bekannt. 

“5. Die sich stützenden Mannigfaltigkeiten |S,; und |&,,| sind speeiell 
und hängen von 27 Parametern ab, wenn der kubische Complex d,| zwei 
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sich schneidende Doppelstrahlen d', d; enthält (72.). Die 0° Bündel eines 
singulären Netzes von |S,; haben d’, d, und die Ebene d’d; entsprechen 
gemein, und einer von ihnen redueirt sich auf die Ebene d’d, (vgl. 19e.). 
Der Ordnungskegel dieses Netzes zerfällt in die Ebene und einen durch d' 
und d, gehenden Kegel zweiter Ordnung. 

“5a.. Die Mannigfaltigkeiten S;| und |e,,| sind speeiell und von 26 
Parametern abhängig, wenn in einem Punkte K homologe Ebenen der Bündel 
von ‚8; sich schneiden, oder anders ausgedrückt, wenn eine Mannigfaltig- 
keit &; von |&, in einen Bündel K ausartet. In diesem Falle gehört der 
‘Punkt K zu allen x’ Kernpunktgruppen 10K, und durch ihn gehen die 
x° Kerneurven e’ und die &’ kubischen Ordnungsflächen F’ von S;|. Weil 
in jedem Netze von |S,; ein Bündel X vorkommt, so enthält \S, einen 
linearen Complex concentrischer Bündel K, dessen Kerneurve in sechs 
Strahlen k von K zerfällt (645.). Die oc! durch diesen singulären Complex 
vchenden S, von ‚8; haben ausser K noch je sechs auf den 6% liegende 
Kernpunkte; ihre x’ Kerneurven haben K zum dreifachen Punkte und 
werden aus K durch &° kubische Ordnungskegel projieirt (645.). Der kubi- 
sche Strahleneomplex .d; enthält alle durch K gehenden Geraden und hat 
die 6% zu Doppelstrahlen (645., 6%.). 

Die x° Bündel von |S,;, welche in die ausgeartete &, von &, eine 
beliebige Ebene 9 von K entsenden, bilden einen speciellen linearen Com- 
plex |S,, dessen Kerneurve sich abgesehen von g auf eine kubische Raum- 
eurve ce, redueirt (28e.). In jedem Punkte von ce, schneiden sich homologe 
Ebenen dieser Bündel; ®” der Bündel aber arten aus in Büschel, deren 
Axen die Sehnen von ce; sind, und bilden ein sehr specielles Netz von S. 


(28e.). Die Sehneneongruenz von ce, ist demnach in dem Strahleneomplexe 


d, enthalten, sie entspricht jener ausgearteten &; (vel. 71.) und ändert 
sieh nieht, wenn um K sich dreht (vgl. 64a.). Die Punkte von ec; sind 
Mittelpunkte zerfallender Complexkegel von |d,\. 

_ Die Hauptflächen 2’ der &' Büschel &,) von '&, , welche die aus- 
geartete 8, enthalten, zerfallen (48a.) in K und.je einen anderen Punkt €. 
Weil die Bündel des speciellen Gomplexes |S;; nach C homologe Ebenen 
schieken (48a.), so ist der Ort von € die kubische Raumeurve ce. 

27 Parametern abhängig, wenn ein Bündel von |S, sich auf eine Ebene & re- 
dueirt, oder mit anderen Worten, wenn die &° Mannigfaltigkeiten von 8, 


‘5b. Die Mamnigfaltigkeiten S, und |&, sind speciell und von 








6 


el 


er 
ie 
1] 
en 


hs 


de 


nd 


al 


NG 
M- 
M- 


en 
S, 

Xe 
ert 
nd 


Ü. 


EN 


on 


[e- 





Reye, lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Grundgebilde. 171 


die Ebene & entsprechend gemein haben. Die ©” Hauptflächen 2° berih- 
ren dann alle die Ebene &, in S,| giebt es c* Reihen perspeetiver Bündel 
mit der Collineationsebene & (vgl. 64e.), und jede Gerade von & gehört zu 
dem kubischen Strahleneomplexe 'd,;. Alle Kegel von .d,, deren Mittel- 
punkte in e liegen, zerfallen in e und je einen Kegel zweiter Ordnung 
(vgl. 73.). Der auf e redueirte Bündel ist in * linearen Mannigfaltigkeiten 
S, von ‚S,| enthalten; von jeder dieser S, liegen sechs Kernpunkte 
in & (64e.). 

Der Ebenenbüschel «, welchen irgend zwei perspeetive Bündel von 
S,| entsprechend gemein haben, bildet mit den homologen Büscheln der 
übrigen Bündel von S; keine w,, sondern nur eine =, (vgl. 64e.). In 
die ©" kubischen Ordnungseurven ce; dieser a, und je eine in & liegende 
kubische Curve ce, zerfallen (64e.) die Kerneurven der x” linearen Com- 
plexe von |S,|, welche den auf e redueirten Bündel enthalten. Die ©" Raum- 
curven ec, stehen zu dem kubischen Hauptbüschel y° von x, in der Hurwitz- 
schen Beziehung (41.). 

?5e. Die Mannigfaltigkeiten S; und |&,, hängen von 22 Parametern 
ab, wenn die Bündel von 'S, durch eine Gerade s homologe Ebenen schieken. 
wenn also eine Mannigfaltigkeit von '&,, auf den Büschel s sich redueirt. 
Die x* Bündel von 'S,|, deren Mittelpunkte mit s in einer Ebene liegen. 
bilden eine speeielle S,; von ihnen redueiren sich die Bündel eines linearen 
Complexes S, auf Büschel, deren Axen einen tetraedralen quadratischen 
Strahleneomplex bilden (64e.). Letzterer ändert sich nicht bei einer Drehung 
der Ebene um s (vgl. 64a.); in ihn und den speeiellen Complex der mit 
s incidenten Strahlen zerfällt der kubische Strahleneomplex d;, und die 
sechs Doppelstrahlen des tetraedralen Complexes sind zugleich solche von 
d,. Auf die vier Hauptebenen des tetraedralen Complexes redueirt sich 
je ein Bündel von 'S,| (64e.). Da jede S, von 'S,| einen auf den Büschel 
s redueirten Bündel enthält (64a.), so ist die Gerade s Axe einer Reihe aus- 
gearteter Bündel von 'S;; und somit ein Doppelstrahl von d,.. 

‘dd. Die Mannigfaltigkeit |S,| hängt von 15 Parametern ab, wenn 
ihre Bündel eine Ebene entsprechend gemein haben, wenn also eine € 
von '&, auf die Ebene sich redueirt. Jede |S, von 'S, enthält dann 
(64e.) einen linearen Complex ausgearteter Bündel, deren Axen einen tetrae- 
dralen Strahleneomplex bilden; die vier Hauptpunkte K des letzteren sind 
Kernpunkte von S,|, ihre sechs Verbindungslinien sind Axen von je einer 
22” 
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Reihe ausgearteter Bündel, und auf die vier sie verbindenden Hauptebenen 
redueiren sich vier Bündel von |S,. Ueberhaupt giebt es oc* ausgeartete 
Bündel in |S,|; dieselben bilden eine lineare Mannigfaltigkeit |S,|, weil jede 
Reihe S,| von |S, einen von ihnen enthält (6.). 

Die &° Kerneurven von |S,| redueiren sich (28e., 64e.) abgesehen 
von p auf x® kubische Raumeurven c;, denen je ©' Kernpunkt-Quadrupel 
oder Haupttetraeder 4K eingeschrieben werden können. Die Ebenen dieser 
Tetraeder berühren (755.) die »” Hauptflächen 2°, weil auf sie je ein Bün- 
del von |S,; sich redueirt; sie bilden einen kubischen Ebenenbüschel y*, zu 
welchem die ec, in der Hurwitzschen Beziehung stehen (39., 41.). Jede Axe 
° ist von oo! ausgearteten Bündeln der |S,| die Axe. 

Jeder Punkt der Ebene % ist Mittelpunkt eines singulären Complexes 
S;; von |S;, , dessen x? Ordnungskegel in und je einen Kegel K’ zweiter 
Ordnung zerfallen. Die Kegel K’ schneiden sich in drei „Kernstrahlen“ % 
von 'S;|, die zusammen eine Kerneurve c, bilden und durch welche die 
Bündel von |S,| homologe Ebenen schicken. Die 3% sind Axen von y 
ihre drei Verbindungsebenen liegen in y’, und drei Bündel von |S;| redu- 
ciren sich auf diese Ebenen. 


von y 


b 


$ 13. 
Die lineare Mannigfaltigkeit |S;| von 06° collinearen Bündeln und der |, |-Bündel |e4,2 |. 

76. Eine lineare Bündelmannigfaltigkeit |S;; ist durch beliebige 
sieben ihrer x” eollinearen Bündel bestimmt; letztere bilden oc" Reihen |S, |, 
0" Netze |S,, oo" |8;|, ao” S, und &° |S,. Auf 'S,, ruht ein „Bündel“ 
&,) von 00° collinearen Mannigfaltigkeiten |&, welche aus je oo" homologen 
Ebenen der Bündel von |S;; bestehen, und deren homologe Ebenen diese 
x” Bündel bilden. Der Bündel |&,| ist durch beliebige drei seiner colli- 
nearen Mannigfaltigkeiten bestimmt und enthält jeden durch zwei derselben 
bestimmten Büschel |&,. Im Allgemeinen hängen S, und |&,| von 27 
Parametern ab. 

77. Die ©” linearen Mannigfaltigkeiten |S, von |S,| enthalten je 
x’ ausgeartete Bündel, deren Axen «” kubische Strahleneomplexe |d;, bilden 


(67.). Zwei beliebige dieser Complexe |d,, haben eine Strahleneongruenz 
d, dritter Ordnung sechster Klasse und eine andere |d,| sechster Ordnung 
dritter Klasse gemein; und zwar besteht |d, aus den Axen der ausgearteten 
Bündel einer ‚8; (55.), in welcher die zugehörigen beiden Mannigfaltigkeiten 
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S,|! sich durchdringen. Jeder Strahl d der Congruenz |d, sechster Ordnung 
dritter Klasse ist Axe von zwei und folglich (6d.) von »x' ausgearteten 
Bündeln der Mannigfaltigkeit |S,; in ihm fallen x° homologe Gerade der 
eollinearen Mannigfaltigkeiten |&,| zusammen. 


Da die Mamnigfaltigkeiten |S, von |S,| mit den Reihen ausgearteter 
Bündel je einen Bündel gemein haben, so enthalten ihre x" kubischen 
Strahleneomplexe 'd;,| alle die Congruenz 'd,| sechster Ordnung dritter Klasse. 


Ein beliebiger Punkt P ist das Centrum der e’ Bündel eines singu- 
lären Complexes von |S,; die Kerneurve dieses Complexes zerfällt in die 
sechs durch P gehenden Strahlen von 'd, (vgl. 645.). Jeder andere Strahl 
von P ist Axe eines ausgearteten Bündels von |S,. 

78. Die x’ Bündel von |S,, welche in eine Manmnigfaltigkeit +, 
von |&, eine beliebige Ebene  entsenden, bilden einen speciellen Com- 
plex |S,; , dessen Kerneurve abgesehen von p auf eine kubische Raum- 
eurve ©, sieh redueirt (28e) Von ihnen arten die »° Bündel eines Netzes 
S, aus in Büschel, deren Axen die Sehnen von ce, sind (28e.). Dreht 
sich um eine ihrer Geraden s, so ändert c, sich nicht (vgl. 64a.). Je 
vier Bündel von |S,;|, denen in |% eine und dieselbe Ebene entspricht, 
erzeugen diese kubische Raumeurve c,, indem sie durch deren Punkte homo- 
loge Ebenen schicken. 

Den x” Mannigfaltigkeiten | von |&,| entspricht auf diese Weise 
je eine „kubische Kerncurve“ c. 

79. Jeder Büschel |&,| von |&,| ruht auf einer linearen Mannig- 
faltigkeit ||, welche aus homologen Ebenenbüscheln der x” Bündel von 
S;'; besteht. Die Hauptgerade £ dieser |, ist Axe von »° Büscheln der- 
selben (49.) und folglich entsprechend semeinschaftlicher Strahl von x 
Bündeln, die in |S,; einen linearen Complex |S; bilden. Die Kerneurve c 
von |S;| besteht (28f.) aus der dreifachen Geraden £ und einer kubischen 
haumeurve ce’, welche £ zur Sehne hat; die ©’ Geraden, welche e’ und 
zugleich £ schneiden, sind Axen ausgearteter Bündel von S;. Da x' Bün- 
del von 'S,| auf den Büschel # sich redueiren (28f.), so 
! zu der Congruenz |d,. 


eehört die Gerade 


Den »’” Büscheln '&,| von |&,| entspricht auf diese Weise je ein 
Strahl £ von Id,.. 


80. Von der Mamnigfaltigkeit 'S;| redueiren sich i. A. zehn Bündel 
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auf je eine Ebene x*). Die x” collinearen |&; von '&, haben diese zehn 
„Hauptebenen“ # und ihre 45 Schnittlinien entsprechend gemein, und letztere 
sehören folglich zu der Congruenz d,, sechster Ordnung dritter Klasse (77.). 
Die 10x sind singuläre Ebenen der Strahlencongruenz |d,|; jede Hauptebene 
x enthält von 'd, einen kubischen Strahlenbüschel (vgl. 77.), welcher durch 
ihre Schnittlinien mit den übrigen 92 geht. Jede der zehn Hauptebenen 
ist die Collineationsebene von &©° Reihen perspeetiver Bündel der |S,; und 
schneidet deshalb die Bündel von |S,| nicht in x, sondern nur in x° ver- 
schiedenen collinearen Feldern. 

Die Biündelmannigfaltigkeiten |S,| und |S,| hängen von gleichviel 
Parametern ab, nämlich i. A. von 27; sie stehen zu einander in einem merk- 
würdigen Dualismus, ähnlich wie die linearen Büschelmannigfaltigkeiten u, 
und |_;| (vgl. 51). Den zehn Kernpunkten K, der Strahleneongruenz_d, 
dritter Ordnung sechster Klasse und den x” kubischen Hauptbüscheln y' 
von S,| stehen in |S,| die zehn Hauptebenen z#, die Strahleneongruenz |d, 
dritter Klasse sechster Ordnung und die ° kubischen Kerneurven ce) gegen- 
über. Gleichwie |d;| nach jedem Kernpunkte K einen kubischen Kegel 


*) Zum Beweise bezeichnen wir mit «,;, ;, 7; lineare Funetionen der Punkteoordi- 
naten x, Yy, z und mit %, 4, u, e, o willkürliche Parameter. Die Gleichungen: 


a+Aß+uy; == OÖ (=U, 1,2,...06), 
worin 
; = Ay t+auc+asy+a3%, Abu tbuctbaytbss, = cut +633, 


repräsentiren dann sieben collineare Bündel, und 


5% (aw+Aß+uy) = 0 


ist die Gleichung einer |S, |. "Ein Bündel dieser |S,| redueirt sich auf eine Ebene 
240; =, wenn die Gleichungen 
Era = = 024uß; = 0847; 
für ©, y, 3 identisch erfüllt sind, wenn folglich alle zweizeiligen Determinanten, die in 
der Matrix: 
Ina, Zua; ua La; | 
N v u Y u 
| LS x;do; Lx;bi; L&x;bs; Sxb;, | 
Icon LucCh Such L%C,] 
enthalten sind, verschwinden. Dieser sechsfachen Bedingung genügen i. A. 10 Werthen- 
systeme der Parameter Koy Ks + #, TESp. ihrer sechs Verhältnisse. (Vgl. die analogen 
Systeme von Gleichungen in diesem Journal Bd. 82, S. 56—62.) Jedem dieser 10 Werthen- 
systeme entspricht ein auf eine Ebene reducirter Bündel von |S, . 
Ebenso wird bewi iesen, dass in einer linearen Mannigfaltigkeit |S,| concentrischer 
Bündel i. A. sechs auf je eine Ebene reducirte Bündel vorkommen. Aus dem analogen 


Satze für eine Mannigfaltigkeit |n, | conjectiver collinearer Felder folgt, dass die Strahlen- 
eongruenz |d‘,| einer "beliebigen 'S,| von der sechsten Klasse ist (vgl. 56., Anm.). 
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schiekt (55.), so sendet |d, in jede Hauptebene z einen kubischen Strahlen- 
büschel. In e,, entspricht (59., 57.) jede Mannigfaltigkeit &, einem Strahle 
von 'd,| und jeder 'e, -Büschel einem kubischen Hauptbüschel 7’; in &; 
dagegen entspricht (79., 78.) jeder &, -Büschel einem Strahle von .d, und 
., einer kubischen Kerneurve ce. Wir dürfen des- 


halb die Manniefaltiekeiten S, und 'S, als Theile reeiproker Gebilde auf- 
o o 
fassen, beschränken uns jedoch hier auf diese Andeutungen. 


$ 14. 
Die lineare Mannigfaltigkeit |S;| von 067 collinearen Bündeln und der |*, - Bündel 

81. Eine lineare Mamnigfaltigkeit S; besteht aus »’ collinearen 
Bündeln, ist durch beliebige acht derselben bestimmt und ruht auf einem 
Bündel &,; von %’ eollinearen Mamnigfaltigkeiten |&-. >ie hängt i. A. von 
24 Parametern ab gleich dem linearen Complexe 'S,. Ihre concentrischen 
Bündel bilden &° singuläre Mannigfaltigkeiten S,, welche i. A. je sechs 
auf Ebenen sich reducirende Bündel enthalten (80., Anm.). Von 'S, redu- 
eiren sich demnach x' Bündel auf je eine Ebene, und zwar ist deren Ort 
ein Ebenenbüschel sechster Ordnung, der „Hauptbüschel“ y’ von S; und 
&,. Jede Ebene von y’ ist die Collineationsebene von x" Reihen per- 
speetiver Bündel der 'S,; und schneidet die Bündel von 'S; in nur x" ver- 
schiedenen eollinearen Feldern. Die Hauptebenengruppen 102 der x’ Man- 
nigfaltigkeiten 'S;, von |S; liegen alle in y° (vgl. 80.); durch sieben belie- 
bige Ebenen von y’ ist i. A. eine dieser Gruppen nebst deren drei übrigen 
Hauptebenen 2 bestimmt. 

82. Die Manmnigfaltigkeit S- enthält x’ ausgeartete Bündel, denn 
jede Gerade ist Axe einer Reihe derselben (6#f..,. Wenn x’ ausgeartete 
jündel von S,| dieselbe Axe » haben, so bilden sie @in „doppelt singuläres“ 
Netz 8, ,, von S-, dessen Ordnungsfläche in drei durch vo gehende Ebenen 
zerfällt; und zwar redueirt sich (64d.) auf jede dieser drei Ebenen ein Bündel 


th 


von |S,,. In v» schneiden sich somit drei Ebenen des Hauptbüschels z"; 
wir nennen deswegen ® eine „Doppelaxe“ von 7". 

Eine beliebige Mannigfaltigkeit S,;, von ‚S; enthält ®” Reihen aus- 
gearteter coaxialer Bündel, und deren Axen bilden eine Congruenz d, dritter 
Klasse (77.). Eine Ebene y von y", auf welche ein ausserhalb S, gele- 
sener Bündel von |S-| sich redueirt, enthält also i. A. drei jener Axen; jede 


derselben aber kann auch als Axe dieses ausgearteten Bündels y aufgefasst 
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werden, und ist deshalb nicht bloss von »' sondern von »° ausgearteten 
Bündeln der |S;, die Axe, von y® aber eine Doppelaxe. 

Durch jede Doppelaxe von y’ gehen also drei Ebenen dieses Haupt- 
büschels von |S;|, und in jeder Ebene desselben liegen drei Doppelaxen. 
Der Ort der x! Doppelaxen von y’ ist eine Fläche (achten Grades). 

83. Die * Bündel von |$;, welche in eine beliebige Mannigfaltig- 
keit le, von |&,| eine Ebene p entsenden, bilden eine specielle |S,. Von 
ihnen arten die »* Bündel eines linearen Complexes ‚S; aus in Büschel, 
deren Axen einen tetraedralen Complex ausmachen (64e.). Letzterer ändert 
sich nicht, wenn g um eine Gerade sich dreht (75e.); seine vier Hauptebenen 
liegen in dem Hauptbüschel y’, weil auf sie vier Bündel von |S,| und da- 
mit von |S-| sich reduciren (64e.). Jeder |&,| von j&,) entspricht auf diese 
Weise ein tetraedraler Strahleneomplex zweiten Grades und dessen Haupt- 
tetraeder, welches dem Hauptbüschel y° eingeschrieben ist. 

84. Die linearen Bündelmannigfaltigkeiten |S;| und |S,| dürfen als 
Theile reeiproker Gebilde aufgefasst werden. Der Kerneurve sechster Ord- 
nung ce” von |S;| und |3,, ihren oo' Doppelsehnen und den &* ihr einge- 
schriebenen Haupttetraedern stehen gegenüber der Hauptbüschel sechster 
Ordnung y° von |S;| und |&,|, seine »' Doppelaxen und die x” ihm ein- 
geschriebenen Haupttetraeder. Wie zu jedem Raumbüschel von 8, ein 
tetraedraler Strahlencomplex gehört, dessen vier Hauptpunkte auf der Kern- 
curve ce’ liegen (26.), so gehört zu jeder Mannigfaltigkeit |e,| von |&,, ein 
tetraedraler Complex, dessen vier Hauptebenen in dem Hauptbüschel y° ent- 
halten sind (83.). 


$ 15. 
Die linearen Mannigfaltigkeiten |Sz|, |S;| und |Sjo| von 90°, 00° resp. ac!® collinearen Bündeln. 
85. Eine lineare Mannigfaltigkeit S, hängt i. A. wie das Bündel- 
netz |S,| von 19 Parametern ab. Von ihren x*® collinearen Bündeln redu- 
eiren sich ©’ auf je eine Ebene, und zwar umhüllen diese Ebenen eine 
Fläche dritter Klasse*), die „Hauptfläche* 2° von |S,|. Die &® Hauptbüschel 


*) Sind wieder «&;, ß;, 7, lineare Functionen der Punktcoordinaten z, y, z, so ist 


8 
Erle ti tur) = 0 
il) 


die Gleichung einer |S,| (vgl. 80.). Auf eine Ebene A,+A,0+4A,y+ 4,3 = 0 aber re- 
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y® der Mannigfaltigkeiten S,; von S, sind alle der Hauptfläche 2’ um- 


schrieben (81.); die ©'* Gruppen von Hauptebenen bestehen aus je zehn 
Berührungsebenen von 2’ (vgl. 80.). 

Die ©” Bündel von S,, welehe in irgend eine Mannigfaltigkeit 
'&s| des auf ,S,; ruhenden |, -Bündels eine beliebige Ebene Y entsenden, 


l 


bilden eine specielle S, ; von ihnen redueiren sich &' auf je eine Ebene 
eines kubischen Ebenenbüschels 7° (75d.), der mit \&s, nieht aber mit g sich 
ändert. Den ©’ Mamnigfaltigkeiten '& entsprechen auf diese Weise © 
kubische Ebenenbüschel y’, welche der Hauptfläche 2 umschrieben sind. 
Die Hauptfläche 2° von Ss und ihre &° Ebenenbüschel y’ stehen der Ord- 
nungsfläche F’ des Netzes S,| und deren 0° kubischen Ordnungseurven dual 
gegenüber. 

86. Eine 'S, hängt i. A. wie die Bündelreihe S, von 12 Parametern 
ab; von ihren oe’ eollinearen Bündeln redueiren sieh ©’ auf je eine Ebene. 
Da zwei S, von |S, allemal eine S- gemein haben, so sind ihre kubischen 
Hauptflächen beide dem Hauptbüschel z" von 'S; eingeschrieben (85.). Die 
übrigen gemeinsamen Berührungsebenen dieser Hauptflächen bilden einen 
kubischen Büschel, den „Grundbüschel“ y° von S, ; auf jede derselben re- 
dueiren sich (85.) zwei und folglich &' Büschel von S,. Jede Ebene von 
y’ ist die Collineationsebene von ©‘ Netzen perspectiver Bündel der 8 
und schneidet deshalb die Bündel von S, in nur oo’ verschiedenen eolli- 
nearen Feldern. Der Grundbüschel y’ ist deshalb allen &’ kubischen 
Hauptflächen 2° von S, umschrieben, er kann mit jedem der &' Haupt- 
büschel y’ von 'S,| durch ' Hauptflächen verbunden werden und hat mit 
ihnen i. A. je acht Ebenen gemein; mit den ©" Hauptebenengruppen 10% 
von So) (vgl. 80.) kann y’ durch je ©’ kubisehe Hauptflächen verbunden 
werden. Jeder Mannigfaltiskeit &, des auf S, ruhenden &,-Bündels ent- 
spricht eine dem Grundbüschel y° eingeschriebene Fläche zweiter Klasse. 
Der kubische Grundbüschel y’ von S, steht der kubischen Ordnungseurve 
c' der Reihe |S,| dual gegenüber. 


dueirt sich ein Bündel dieser |S.|, wenn die Gleichungen: 


A,+A,2+A,y+A,s = Jr = oI%ß, una oLxy 


w 


” 


für z, y, » identisch erfüllt sind. Dieselben zerfallen in 12 Gleichungen, aus denen 


Ei, 3 en u 
durch Eliminirung der 11 Parameter —, —, %,, %,, -.. %, die für die Ebenencoordinaten 
- Ä 


A,, A,, A,, A,, kubische Gleichung der Fläche &° sofort sich ergiebt. 
Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft 2. 25 
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87. Von einer S,, redueiren sich auf jede Ebene des Raumes &' 
Bündel. Da zwei S, von ‚S,,, sieh allemal in einer S, durchdringen, so 
sind ihre Grundbüschel y° beide der kubischen Hauptfläche 2’ von |S;| um- 


schrieben (86.). Diese y’ haben deshalb eine „Grundebene“ y gemein, auf 


welche von den beiden S, je ©’ Bündel sich redueiren (86.). Da nun 
S, 1. A. nur einen auf y sich redueirenden Bündel enthält, so redueiren 
sich folglieh von S,, die oo’ Bündel eines Netzes auf y. Die Grundebene 
y liegt sonach (86.) in den oo’ Grundbüscheln 7° und berührt (85.) die oo" 
kubischen Hauptflächen 2’ von |S,. ie ist die Collineationsebene von &’ 
tinearen Complexen perspectiver, in ‚S,, enthaltener Bündel, und schneidet 
die Bündel von S,,| in nur oo’ verschiedenen collinearen Feldern, welche 
in y eine lineare Mannigfaltigkeit 7; bilden. 

In einer Ebene ist durch acht eollineare Felder eine lineare Mannig- 
faltigkeit 7; von oo’ collinearen Feldern bestimmt. Merkwürdiger Weise 
ändert sich diese |7;| i. A. nicht mit den acht collinearen Feldern; vielmehr 
sind zwei nicht specielle derartige |n;; congruent und werden, wenn ihre 
Ebenen zusammenfallen, identisch. Den Beweis dieses Satzes unterdrücke 
ich der Kürze halber. Die allgemeine 'S,, ist hiernach durch ihre Haupt- 
ebene y völlig bestimmt und hängt einzig von deren drei Parametern ab; 
" Bündeln, durch welche die &’ collinearen Felder 
der in y enthaltenen allgemeinen 7;; aus den Punkten des Raumes proji- 
eirt werden. 


sie besteht aus den 
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Ueber projective involutorische Gebilde. 
(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.) 


In diesem Journale hat Herr Reye durch zwei Abhandlungen mit der 
Veröffentlichung seiner Untersuchungen über lineare Mannigfaltigkeiten pro- 
jeetiver Ebenenbüschel und collinearer Bündel und Räume begonnen *). 
In einer Uebersicht über seine Resultate hat er ein merkwürdiges allge- 
meines Ergebniss seiner Untersuchungen mitgetheilt, dass nämlich ein ge- 


wisser Dualismus zwischen den linearen Mannigfaltigkeiten von ©” und & 


10-n 


Büscheln, zwischen denjenigen von ©” und & Ebenenbiündeln und 


schliesslich zwischen denen von ©” und 


Ebenenräumen besteht **), 
Dieser Dualismus, welchen Herr Reye neuerdings näher begründet hat, 
kann auch zurückgeführt werden auf eine gewisse Lage reeiproker ratio- 
naler Gebilde erster Stufe von den Ordnungen eins bis drei, welche invo- 
oO 

lutorisch genannt werden kann und mit der Apolarität in innigem Zusammen- 
hang steht. Es soll im Folgenden auf diese invariante Beziehung und ihre 
Bedeutung für den Reyeschen Dualismus hingewiesen werden. Zum Schlusse 
sebe ich eine Erweiterung des Dualismus auf lineare Mannigfaltigkeiten 
projeetiver oder collinearer Gebilde von höheren Elementen. 


$1. 
Gebilde erster Ordnung. 
1. Sind a und 5 zwei Punkte des Raumes, « und ? irgend zwei 
Ebenen, so möge eine projecetive Beziehung zwischen der Punktreihe ab 


und dem Ebenenbüschel «> bestimmt sein dadurch, dass bei veränderlichem 





*) Vgl. Reye: Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projeetiver Ebenenbüschel und colli- 
nearer Bündel oder Räume. Dieses Journal, Bd. 104, S. 211 und Bd. 106, S. 30. 

**) Vergl. Sitzungsberichte der Kgl. Preuss. Akademie Oktober 1839. 
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A.) (der Punkt ©, = a,+Ab, 


zugewiesen ist. 


\der Ebene u, a;+4P, 

Wir suchen die Bedingung auf, unter welcher beide involutorisch 
liegen. Liegt der Punkt 
x; = a,+trvb, 


in der Ebene 


3.2 
u, G,-rAD 


>] 
so erhalten wir die Gleichung: 


(2.) (aa)+4lap)+r(bae)+ir(bP) = 0, 
wenn wir zur Abkürzung setzen: 


4 
S;a,a, = (ao) etc. 
1 


Ist die durch (2.) bestimmte projeetive Beziehung eine involutorische, 
so müssen die Coefficienten von 4 und v einander gleich sein, und wir 
finden als Bedingung für die involutorische Lage der Punktreihe zum 
Ebenenbüschel: 

(3.) (aP)— (be) = 0. 
Unter den ©’ zu der Punktreihe z,=a,+4b, projeetiven Ebenenbüscheln 
giebt es daher oc”, welche zu ihr involutorisch sind. 

2. Hat man »-+1 unter einander projective Punktreihen: 

 =@ -+4Ab, 


' 


ı =a +46, 


ar = a + Ab”, 
so bestimmen diese nach Reye eine lineare Mannigfaltigkeit von &” pro- 
jeetiven Punktreihen. Sind p, p', ... p'” beliebige Constanten, so ist die 
allgemeine Darstellung einer dieser Punktreihen: 


z = Zp a’ + Fp u, 
Für die zu allen diesen Punktreihen involutorischen Ebenenbüschel gelten 
die »+1 Gleichungen: 
(a N-(Ib a) = 0. 
Aus 7—n der Ebenenbüschel können alle übrigen linear zusammengesetzt 
werden, und sie bilden somit eine lineare Mannigfaltigkeit von 0°” pro- 
Jeetiven Ebenenbüscheln. Aus ihnen folgen wieder rückwärts die &” pro- 
Jeetiven Punktreihen der ersten Mannigfaltigkeit. 
Wir haben so den Reyeschen Satz: Die Theorie der linearen Mannig- 








1 
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faltigkeit von o©* projeetiven Punktreihen ist identisch mit der Theorie der 
linearen Mannigfaltigkeit von x" projeetiven Ebenenbüscheln. 
3. Giebt es unter den Ebenenbüscheln speeielle, welche sich auf 


eine einzige Ebene « redueiren, so ist: 


und folglich nach (3.): 
(na’—b, a) = (0, 

d.h. die Ebene « enthält entsprechende Punkte aller projeetiven Punkt- 
reihen oder stützt dieselben. Man findet z. B.: Die speciellen Ebenenbüschel 
einer linearen Mannigfaltigkeit von >©* projeetiven Ebenenbüscheln bilden 
einen Ebenenbüschel dritter Ordnung; enthält die Mannigfaltigkeit &’ pro- 
jeetive Ebenenbüschel, so giebt es nur vier specielle. Weiter einzugehen 
auf diese Beziehungen ist hier nicht nothwendig, da ich auf die Reyeschen 
Arbeiten verweisen kann. 

4. Die zu den Punktreihen involutorischen Ebenenbüschel bilden 
dieselbe Mannigfaltigkeit, wenn wir in jedem dieselbe lineare Transformation 
des Parameters 4 vornehmen. Entsprechende Ebenen dieser Büschel werden 
dann dargestellt durch: 


u = (ma +mP,)+kn,e+nß,): 
die Gleichung (3.) geht daher über in: 
(4.) n,(aa)+n,(aP)—m,(be)—m,(bP) = 0, 


wobei m,, m;, n,. 2, beliebige Constanten sind, deren Determinante nicht ver- 
schwindet. Diese Gleichungen (4.) bestimmen dieselbe lineare Mannigfal- 
tigkeit projeetiver Ebenenbüschel, nur ist von der speeiellen involutorischen 
Lage derselben zu den Punktreihen abgesehen worden. 


$ 2. 


Gebilde zweiter Ordnung. 
1. Durch den Parameter A sind die Punktreihe und der Ebenen- 
büschel zweiter Ordnung 
(1.) 


(2 = a+2i,b+öc, 


(i > . +) 
973 I 1 22. 
lu = Q+2AD, +4 


projectiv auf einander bezogen. Es giebt nun eine ausgezeichnete Lage. 
In welcher sich diese projeetiven Gebilde befinden können. Wir bilden die 
erste Osculante der Punktreihe für Parameterwerth e und die erste 


% 


den 
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Ösculante des Ebenenbüschels für den Parameterwerth » 
= (a+ob,)+A(b+oe;), 
u = (a+vB)+aBH+Vy) 
und fragen nach der Beziehung zwischen o und v für den Fall, dass diese 
Gebilde erster Ordnung involutorisch liegen. Es folgt ($ 1 (@3.)): 
(a+ob, P+ry)—(b+oc, a+rvP) =. 
Diese bilineare Gleichung zwischen o und v liefert zwischen den Gebilden 
zweiter Ordnung eine neue projective Beziehung der Art, dass die Oseu- 
lanten für entsprechende Elemente involutorisch liegen. Sollen oe und v 
'vertauschbar, oder auf jedem der Gebilde zweiter Ordnung eine Involution 
bestimmt sein, so folgt: 


(bB)—(ca) = (ay)-(bP) 
oder 
(2.) (ay)—2(bP)-+(ce) =. 

Ist diese Gleichung erfüllt, so sagen wir: Die projeetiven Gebilde zweiter 
Ordnung sind in involutorischer Lage oder involutorisch auf einander bezogen. 

2. Da es ©" zu der Punktreihe zweiter Ordnung projeetive Ebenen- 
büschel zweiter Ordnung giebt, so finden wir ©" zu einer Punktreihe zwei- 
ter Ordnung involutorische Ebenenbüschel zweiter Ordnung, welche eine 
lineare Mannigfaltigkeit bilden. +1 linear unabhängige projective Punkt- 
reihen bestimmen eine lineare Mannigfaltigkeit von oo” solcher projeetiven 
Punktreihen, zu welchen eine lineare Manniefaltigkeit von oo” projeetiven 
Ebenenbüscheln zweiter Ordnung involutorisch liegt. Die projeetiven Punkt- 
reihen bestimmen eine lineare Mannigfaltiskeit von ©” collinearen ebenen 
Punktfeldern und die projeetiven Ebenenbüschel eine solche von &"" 
eollinearen Ebenenbündeln. Die Theorieen beider sind identisch. Hiermit 
ist der Reyesche Satz über den Dualismus dieser Mannigfaltigkeiten be- 
wiesen. | 

3. Es möge einer der Ebenenbüschel zweiter Ordnung und damit 
auch der ihn enthaltende Ebenenbündel sich zweifach speeialisiren, d. h. auf 
eine Ebene « redueiren. Dann ist: 

Bene; Y=Ta 
Nach Gleichung (2.) folgt: 
(na—2tb+c, o) = 


d. h. die Ebene « enthält entsprechende Punkte aller der durch die Punkt- 
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reihen zweiter Ordnung bestimmten ebenen collinearen Punktfelder. Wir 
finden z. B.: Die zweifach speeialisirten Ebenenbündel einer linearen Mannig- 
faltiekeit von x” collinearen Ebenenbündeln umhüllen eine Fläche dritter 
Klasse. 

4. Die Correlation, welehe durch eine Punktreihe zweiter Ordnung 
und einen ihr involutorischen Ebenenbüschel zweiter Ordnung zwischen dem 
Punktfelde des ersten und dem Bündel des zweiten bestimmt wird, ist nun 
keine specielle, sondern ist nur specialisirt hinsichtlich der Punktreihe und 
deren Parameterbestimmung. Nimmt man in dem Bündel eine collineare 
Transformation vor, so dass dem Ebenenbüschel zweiter Ordnung: 

u = +24, +4 c, 


nun der Büschel: 


vo = ma +mP;+m;Y, 
+2 (ma + m + 7, 
+4 (Ppı&+ PeP:+ P3Y:) 
entspricht, so erhalten wir die allgemeine Beziehung zwischen den Grössen 
a, b,, ec, und @, A, y; in 
pı(ae)+ p.(aP)+ p;(ay) 
— 2n, (ba) — 2n,(bF)— 2n;(by) 
+ m(ce)+ m(eP)+ my(ey) = 0, 


welche ebenfalls die oo!’ collinearen Ebenenbündel bestimmt. Dabei sind 
die Zahlen p,, ... m; ganz beliebige Constanten, deren Determinante nicht 
verschwindet. 

9. In einer Ebene seien zwei projective Punktreihen zweiter Ord- 
nung gegeben. Es soll die Bedingung aufgesucht werden, unter welcher 
die erste Punktreihe zu dem die zweite Punktreihe einhüllenden und ihr 
perspectiven Büschel zweiter Ordnung involutorisch liegt. 

Die Punktreihen seien gegeben durch: 


2, = a+2bii+ 0,0 
und 
Y; . a,+2b,4+c;4 (i=za1;,2,.3, 
Dann ist ein Strahl des Büschels gegeben durch: 
[zab)+i[zac)+#[xcb’e) = 0, 
wobei: 
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ist. Für die involutorische Lage dieses Büschels zu der ersten Punktreihe 
folgt dann: 
lcab]-[ba’c']+[ab’e] = 

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Invariante der beiden pro- 
jeetiven Punktreihen zweiter Ordnung, und eine zweite Bedeutung derselben 
ergiebt sich, wenn wir in der durch die beiden Punktreihen bestimmten 
“linearen Mannigfaltigkeit von oo' Punktreihen diejenigen aufsuchen, welche 
sich auf eine Gerade redueiren. Ist 7 eine Veränderliche, so ist der allge- 
meine Ausdruck für eine Punktreihe dieser Mannigfaltigkeit: 

X, = 2, +Ty, = (a, +Ta,)+24(b,+Tb,)+4(e,+te;). 
Soll diese Punktreihe eine Gerade sein, so folgt: 
la+ra, b+rb', c+re] = 
Schreiben wir diese Gleichung in: 
A+Br+Ct’+Dr’ = 0, 
so ist die Bedeutung der Coefficienten folgende: 

A=0 resp. D=O sagen aus, dass die erste resp. die zweite Punkt- 
reihe speeialisirt it. B=0 ist die Bedingung dafür, dass der Büschel 
zweiter Ordnung, welcher der ersten Punktreihe umschrieben und zu ihr 
perspeetiv ist, involutorisch zur zweiten Punktreihe liegt; Analoges sagt C =. 


$ 3. 
Gebilde dritter Ordnung. 
1. Durch den Parameter 4 sind die Punktreihe dritter Ordnung: 
x; = a;+3b+3c,i’+d,4 G=1,2,3, 4 
und der Ebenenbüschel dritter Ordnung: 
u = @+3P,A+3y +0, 
projectiv auf einander bezogen. Wir suchen solche erste Osculanten beider 


(Gebilde auf, welche involutorisch liegen und bilden zunächst: 


©, = (a,+0b)+24(b,+o90)+4 (+94) 
und 


u; Zi (+Hrß)+2dtrYy)tRlyHrO)). 
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Für die involutorische Lage dieser beiden Gebilde zweiter Ordnung folgt 
nun ($2 Gleichung (2.)): 

(a+ob, y+rd)—2(b-+0c, P+rvy)+(c+od, ae+vP) =. 
Hierdureh sind zusammengehörende Werthe von e und v bestimmt. Sollen 
sie involutorisch einander entsprechen, so müssen die Coeffieienten von 0 
und » einander gleich sein. Also: 

(ad)—2(by)+(cP) = (by)—2(eP)+(de) 
oder: 
(1.) (ad) —3(by)+3(eP)—(de) = (0. 

Ist diese Gleichung erfüllt, so sollen die beiden projeetiven Gebilde 
dritter Ordnung involutorisch zu einander heissen. 

2. Da es &'” zu der Punktreihe dritter Ordnung projeetive Ebenen- 
büschel dritter Ordnung giebt, so giebt es oo'* zu einer Punktreihe dritter 
Ordnung involutorische Ebenenbüschel dritter Ordnung, welche eine lineare 
jüschelmannigfaltigkeit dritter Ordnung bilden. »+1 linear unabhängige 
projeetive Punktreihen dritter Ordnung bestimmen eine lineare Mannigfaltig- 
keit von oo” projeetiven Punktreihen, zu welchen eine lineare Mannigfaltig- 
keit von oe'*”" projeetiven Ebenenbüscheln dritter Ordnung involutorisch liegt. 

Die projectiven Punktreihen bestimmen eine lineare Mannigfaltigkeit 
von oc” eollinearen Punkträumen und die Ebenenbüschel eine lineare Mannig- 


“= eollinearen Ebenenräumen. Die T'heorieen beider sind 


faltigkeit von x 
identisch. Hiermit ist auch der Reyesche Satz über den Dualismus dieser 
Mannigfaltiskeiten erwiesen. 

3. Ist ein Ebenenbüschel dritter Ordnung und somit auch der ihn 
enthaltende Ebenenraum dreifach speeialisirt, oder redueirt er sich auf eine 
Ebene «, so ist: 

Bene: Yaraz; de0u,; 
und Gleichung (1.) giebt: 

(oa—3Itb+änc—d, a) = \, 
d. h. die Ebene « enthält entsprechende Punkte aller der dureh die Punkt- 
reihen dritter Ordnung bestimmten collinearen Punkträume. 

4. Die Correlation, welehe durch eine Punktreihe dritter Ordnung 
und einen zu ihr involutorischen Ebenenbüschel dritter Ordnung zwischen 
dem Punktraume des ersten und dem Ebenenraume des zweiten bestimmt 
ist, ist nun keine specielle, sondern nur speeialisirt hinsichtlich der Punkt- 
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reihe und deren Parameterbestimmung. Wird im Innern des Ebenenraumes 
eine collineare Transformation vorgenommen, so geht die Gleichung (1.) in 
die allgemeinere: 

Zm(hn) = 0 
über, wobei die m beliebige Constanten sind, % alle Werthe von a, b, ce, d 


und 7 alle Werthe von «, P, y, d durchläuft. 


$.4. 
(rebilde höherer Ordnung. 
Eine Punktreihe »ter Ordnung und ein ihr projeetiver Ebenenbüschel 
»ter Ordnung: 


n „N " 
2 = 4,,tnd, +2), a ud ui / 17 
und 


u = 0,00, +,” 


sind in involutorischer Lage, wenn die Gleichung: 


3-1) = 0 


erfüllt ist. wobei 


4 
) = Zu. 


(a,c . pi n—p,i 


n—p 


bedeutet. 

Die Parameter der ersten Osculanten dieser Gebilde, welche involu- 
torisch liegen, sind dann involutorisch gepaart. 

Die Theorie dieser involutorischen rationalen Gebilde erster Stufe 
umfasst die T'heorie der linearen Mannigfaltigkeiten von Punktreihen, Punkt- 
feldern und Punkträumen, sowie deren reciproke Gebilde, wenn »=1, 2, 3 
senommen wird. Das Gebiet der involutorischen Gebilde erstreckt sich 
aber für >53 auf ein Feld, welches einen wichtigen T'heil der Theorie 
der höheren rationalen Curven bildet. 


d. 
Erweiterung des En. Dualismus. 
1. Der soeben erörterte Dualismus erstreckt sich auch auf lineare 
Mannigfaltigkeiten projectiver Gebilde, deren Elemente, anstatt Ebenen und 
Punkte, Flächen »ter Ordnung und Klasse, Kugeln und lineare Complexe 
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sind, überhaupt auf Manmnigfaltigkeiten von Gebilden solcher Elemente, 
welche mit gleichartigen oder reeiproken in einer invarianten Beziehung 
stehen können, deren Ausdruck durch eine bilineare Gleichung zwischen 
den Coordinaten der Elemente gegeben ist. Für Punkt und Ebene haben 
wir als invariante Beziehung die vereinigte Lage derselben, deren Glei- 
chung durch 

4 


Zu2, = V 
1 


bestimmt wird. 

Eine Fläche »ter Ordnung und eine solche »ter Klasse können apolar 
zu einander sein*); zwei Kugeln orthogonal, zwei lineare Uomplexe können 
nach der Ausdrucksweise des Herrn Reye**) einander stützen oder nach 
derjenigen des Herrn F. Klein***) zu einander involutorisch liegen. 

2. Betrachten wir z. B. zwei lineare Complexe, deren Coordinaten, 
wie sie von Herrn Reye eingeführt worden sind, durch &,, ©, ... x, resp. 
ı, Ur 2». % bezeichnet werden mögen. Dann kann die Bedingung für die 
involutorische Lage beider Complexe geschrieben werden: 


(1.) Eam, = (#6) = 0. 


Es seien nun die Complexe z und « entsprechende Elemente zweier 
projeetiven Complexbüschel, so dass: 


[2 = a;+4b, 
lu = a;+AP, 
ist. 
Der Complex v,= «,+rP, des zweiten Complexbüschels möge auf 
dem Complex 2; = a,+4b, ruhen, dann ist: 
(a+4b, &+rvP) = 0. 

Sind A und v in dieser Gleichung vertauschbar, so folgt: 

(3.) (aP)—(be) =. 
Ist die letztere Gleichung erfüllt, so heissen die beiden Complexbüschel (2.) 
zu einander involutorisch. 

*) S. Rosanes: Ueber ein Prineip der Zuordnung algebr. Formen. Dieses Journal 


) „nn r y . s 7: oO 0 
Bd. 76, S. 312 und Reye: Erweiterung der Polarentheorie. Dieses Journal Bd. 78, S. 97. 
ck r . . @ 4 \ 
.*) Reye: Ueber lineare und quadratische Strahlenceomplexe und Complexen-Gewebe. 
Dieses Journal Bd. 95, 8. 330. 
xk% 'd E \ 4 4 > » Y 2 
) F. Klein: Zur Theorie der Liniencomplexe. Math. Ann. Bd. 2, S. 198. 
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Hat man „+1 projeetive Complexbüschel, so liefern diese eine lineare 
Mamnigfaltigkeit von %” projeetiven Complexbüscheln, zu welchen eine 
lineare Mannigfaltigkeit von &'"” projeetiven Complexbüscheln involutorisch 
ist. Die Theorieen beider Mannigfaltigkeiten sind identisch. 

Redueirt sich ein Büschel der zweiten Mannigfaltigkeit auf einen 
einzigen Complex «, so ist: 

BP, = 20, 
und die Gleichung (3.) giebt: 
(an—b, a) = (, 


d.h. der Complex « ruht auf ©” einander entsprechenden Complexen der 
ersten Mannigfaltigkeit. 


3. Uollineare Complexbündel leiten wir wieder ab aus projectiven 
Complexbüscheln zweiter Ordnung. Sind zwei derselben gegeben durch: 


x; = a,+24b+4c,, 
u = a+24P+4Y,, 
so heissen sie önvolutorisch, wenn die Gleichung: 
(ay)—2(bP)+(ce) = 0 
erfüllt ist. 

Wir finden so ähnlich wie früher: Die 'T'heorie einer linearen Mannig- 
faltigkeit von x” eollinearen Complexbündeln ist identisch mit derjenigen 
einer linearen Mannigfaltigkeit von x” collinearen Complexbündeln. 

Diese Andeutungen mögen genügen, um zu zeigen, wie der von 
Herrn Reye gefundene Dualismus zwischen linearen Mannigfaltigkeiten pro- 
jeetiver resp. collinearer Punkt- und Ebenengebilde übertragen werden kann 
auf lineare Mannigfaltigkeiten von projeetiven resp. collinearen Grebilden 
höherer Elemente. 


Aachen, December 1889. 































Das Interpolationsproblem für elliptische Functionen. 
(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 








Wenn x, y zwei durch eine Gleichung oten Ranges verbundene 
Variable sind, so enthält die allgemeine rationale Function »ten Grades 


i von z, $: 
2 = R(e, y) 
r 2a—o-+1 willkürliche Coeffieienten. Man kann deshalb dieses s der Be- 
dingung unterwerfen, dass es in 22a—o+1 gegebenen Punkten des Gebildes 
s beliebig vorgeschriebene Werthe erhalten soll. Ist e=0, so ist hierdurch 
z eindeutig bestimmt. Aber schon im Falle e=1 wird man auf eine qua- 
dratische Gleichung geführt, sodass zwei verschiedene 3 existiren, die den 
gegebenen Bedingungen genügen. 
| Wir beschränken uns auf diesen Fall o=1 und fassen x, y, sowie 
r- »=R(x,y) als elliptische Functionen des zugehörigen Integrals erster Gattung, 
m . u, auf. Es ist zweckmässig, für z3 die Form eines Quotienten zweier T'heta- 
; producte zu wählen: 
in u em, 
0- Eine solche Funetion PR 
ın Alu) = C.Iu—a)I(u—4,)... 
en 


wollen wir kurz eine ganze Function nennen; die Anzahl der Factoren 
nennen wir ihren Grad, und die Summe 
a= d++G+:, 

deren Werth das periodische Verhalten von A(w) bestimmt, bezeichnen wir 
als das charakteristische Argument oder kurz die Charakteristik von A(a). 
Eine elliptische Funetion ist dann ein Bruch, bei dem Zähler und Nenner 
von gleichem Grade und gleicher Charakteristik sind. 

Aber wir wolien allgemeiner Quotienten betrachten, bei denen Zähler 
und Nenner von verschiedenem Grade und verschiedener Charakteristik sein 





*) Unter ©(u) verstehe ich die ungerade elliptische Thetafunction. 
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dürfen. Unter der Charakteristik des Bruchs verstehen wir dann die Diffe- 
renz der Charakteristiken von Zähler und Nenner. Wir stellen uns die 
Aufgabe: 

Eine gebrochene Function y= y(w) von vorgeschriebener Charak- 
teristik d zu bestimmen, in der der Zähler vom mten, der Nenner vom nten 
Grade sein soll, und die für m+n gegebene Werthe des Arguments «,, %,, etc. 
die gleichfalls vorgeschriebenen Werthe y,, 9, ete. annimmt. 

Nehmen wir an, das charakteristische Argument des Zählers sei be- 
kannt: a, dann ist das des Nenners b=a—d. Unter dieser Voraussetzung 
ist es leicht, die Function y(u) zu bilden, und man braucht nur m+n—1 
von den m+n Bedingungsgleichungen. Denn es lassen sich dann m linear 
unabhängige Functionen mten Grades: 


Au), Au), ... A, 
bilden, welche die Charakteristik « haben, und ebenso » Functionen »ten 
(rrades mit der Charakteristik b: 
B,(u), Bu), ... B,@). 
Dann ist die gesuchte Function (u) jedenfalls der Quotient zweier Aggregate: 
Alu) = cA,(W)+%A;(u)+-, 
B(u) = c,B,(u)+&,B,(u)+---, 
und jede der Bedingungen y, = y(u,), oder: 


A(u,) = y,B(u,) 


giebt eine lineare Gleichung zur Bestimmung der m-+n Coefficienten ce, ce. 
Da aber diese Gleichungen homogen sind, so ist eine zuviel vorhanden; 
diese giebt dann die Bestimmung von a. Wir werden hiernach die Glei- 
chung, der a genügen muss, in der Form 

dA=V0 
erhalten, wo 4 eine Determinante aus n-+m Reihen bedeutet. Dieses 7 
fassen wir auf als Function der einzelnen y,. Sie ist offenbar linear in 
Bezug auf jedes; ferner ist sie homogen und vom »ten Grade in Bezug auf 
das ganze System y,, 9, ete. Denn ersetzen wir y, durch ky,, so be- 
kommen  Verticalreihen den Factor k, während die übrigen ungeändert 
bleiben. Demnach wird sich die Gleichung 4/=0 in dieser Form dar- 
stellen lassen: 

(1.) =C,Y, en 0, 
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wo die Coeffieienten C, von den y unabhängig sind, jedes y, aber ein Pro- 
duet von » verschiedenen Faetoren der Reihe 9, %, »-. Y..;„ bedeutet. 
Die einzelnen Indices r sind die »-gliedrigen Combinationen, die sich aus 
den Elementen 1, 2, ... m+n bilden lassen. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, das Verhältniss zweier Coeffieienten 
C,, C, zu bestimmen; und zwar seien die Indices r, s so gewählt, dass sie 
»—1 Elemente gemeinsam haben. Die gemeinsamen Elemente bezeichnen 
wir durch «, diejenigen dagegen, die weder in r noch s vorkommen, mit /, 
und die beiden übrigen seien z, 4; sodass 


y,= 9,1.) = yıll(y.) 
ist. Jetzt setzen wir alle y;=0. Dann bleiben von der Gleichung 4 = 0 
nur die »+1 Glieder übrig, deren Indices aus #, 4 und den a—1 Elementen 
a gebildet sind. Dividirt man nun durch //(y,) und setzt dann sämmtliche 
y„=%, so bleibt nur C,y, und C,y, übrig; die Gleichung 4=0 redueirt 
sich auf: | 

Cy,+Cy; = V. 

Hier muss die Funetion ya), da alle y„, =», alle y;=0 sind, bis auf 
einen constanten Factor mit folgendem Quotienten 


BR Iu—a+Lu;) 
d (9) — t >} EL Te 7) 
P\ / 11 I(u— U.) (u—b+Lu,) 


identisch sein. Fügt man hinzu, dass ausserdem: 


yau)=y. Ya) =yı 
sein soll, so folgt: 
vw. Fu). = 0, 
und daher: 
(2.) Me 2 A) ; 
6 y(u,) 
Hier haben wir die gesuchte Darstellung des Verhältnisses; zwar gewonnen 
unter der Annahme speecieller Werthe für die y; aber davon ist das Resultat 
unabhängig. 
Wir setzen nun: 


(3.) u.=u,+2u, uv=uF+2u; 
a, ist hier die Summe derjenigen Grössen in der Reihe «,. «,, ete., deren 


Indices in der Combination r vorkommen, «, die Summe der übrigen. Ent- 


- 2 
25" 
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sprechend ist: 
u=u,+2Zu,, u,= u,+ Zu; 

Mithin: 
II 9(u, 


re \ —U;) er 
1) Pu) = n un.) Fe 





Vertauscht man a, mit a,, so hat man auch r durch s zu ersetzen: 
(5.) u TEN Sau). 
a II O(w-u.) O(b—u,) 





Unter 7/7, verstehen wir folgenden Ausdruck: 
(6.) | II, = III O(u,—u,), 
ur 


wobei u alle Elemente durchlaufen soll, die in r vorkommen, v alle übrigen. 


Das System (u) besteht also aus <# und den Zahlen «, (v) aus A und den 
Zahlen 5. Demnach ist: 


II, = O(u,—u) Il O(u,—u,)TO(u,—u)M TI O(u,—u;). 
pP [74 0. P 
II, entsteht hieraus durch Vertauschung von «, mit «. Daher: 


II, p.! O(u,—u;) O(u,—u;) 
Aa Ola —e,) Hu) 


Berücksichtigt man dies, sowie (4.) und (5.), dann lässt sich die Gleichung 
(2.) so schreiben: 
C,_ _ I, Ka-w)Ol-w) , 


Cs. Men Ka-u)Olb—u,) 
und hieraus folgt, dass wir für den Coeffiecienten C, allgemein den Werth: 
c. — Xa-w)9b—u) 

11. 
setzen dürfen. Die Gleichung, der «a genügen muss, ist demnach: 
Wir können dieselbe Formel, durch die a bestimmt wird, auch dazu be- 
nutzen, um die gesuchte Function y = Y(u) darzustellen. Wir haben dann 
nur eine der Bedingungen y, = y(u,), etwa die letzte, fortzulassen und durch 
y=g(u) zu ersetzen; d. h. wir haben in der Gleichung (7.) «,„;. durch «, 
und %,;„ durch y zu ersetzen. Fassen wir nicht a, sondern 


a—l(d+u+w++%,,.) = % 
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als die zu bestimmende Grösse auf, und setzen: 


so wird: 


c+v,)I(2—v,) 


y' 


u 
r 





1, y, = 0 


die Gleichung, der x zu genügen hat. Dies können wir auch so schreiben: 


y HJHI-ÜDIAE) , 


> IT. y,= 0 





I 


wenn ©;(a), 9,(a) irgend zwei der vier geraden und ungeraden elliptischen 


Theta bedeuten. Oder, wenn gesetzt wird: 
> io). — L, M=0, 1,2, 3), 


—— 


vr 





so ist: 
Ge) _ Li 


Ö@) TL, 
Irgend eine elliptische Function von x oder von a lässt sich hiernach ra- 


tional durch Y,, Ya +». Yu: und die Quadratwurzel eines Ausdrucks, der in 
vier Linearfactoren zerfällt, darstellen: 


vo = YL,LLL,. 
Da nun y selbst durch eine lineare Gleichung bestimmt ist, deren Coeffi- 
eienten rationale Functionen von Y,, Y» +++ Ynın_ı und ausserdem elliptische 
Funetionen von a sind, so ergiebt sich schliesslich y als rational in y,. 
Yo 22. Yınyn und der Wurzelgrösse w. 
Ich will noch hinzufügen, dass, wenn man eine Function 


A 
y(u) rs 


die den gegebenen Bedingungen genügt, als bekannt betrachtet, alsdann 
Zähler und Nenner der zweiten Function: 


C 
v(u) ur 
die gleich y(u) werden soll für «= «,, %,, ete., bestimmt werden können 
dureh die Gleichung: 
AD-—-BC = Olu-u)Ilu—u)..Iu—u 


av m+n w 


Dabei sind die Charakteristiken von € und D natürlich so zu wählen, dass 
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die Produete AD, BC mit dem Ausdruck auf der rechten Seite gleich- 
ändrig werden. 

Die Cauchysche Interpolationsformel wird hauptsächlich gebraucht, 
um das Abelsche T'heorem für hyperelliptische Integrale in entwickelter 
‘orm darzustellen. Eine solche Anwendung erlaubt auch diese Untersuchung. 

Es sei 3 die Quadratwurzel aus einer rationalen Function R(x, y) von 
zwei Variabeln, die durch eine Gleichung vom Range 1 verbunden sind, 
und 20 sei die Anzahl der Stellen, in denen Rz, y) von ungerader Ord- 
nung 0 oder © wird. Führt man wieder das elliptische Integral x ein, so 
‘kann » auf die Form &ebracht werden: 

VS(u) 
a u * 
wo S(u) eine ganze Function 2oten Grades, ohne quadratischen Theiler, 
bedeutet, während P(u) eine ganze oder gebrochene Function sein kann, 
in der aber jedenfalls der Grad des Zählers um o Einheiten grösser ist als 
der des Nenners. Wir nehmen an, P(a) sei gleichändrig mit 9°), also 
S(a) mit O°(a). Dadureh wird nur die untere Grenze des Integrals « fixirt. 

Das Gebilde (z, y, 3) ist vom Range o+1l. u selbst ist ein Inte- 
oral erster Gattung. o andere können wir bilden in der Form: 
"F,(u)du 
VS 
indem wir für F,, F,, ... F, ein System linear-unabhängiger und mit © 
eleichändriger ganzer Functionen setzen. Als untere Grenze nehmen wir 
einen der Nullpunkte von S(a):« = ec. Wir können dann sagen, dass w,( 


ra\ 


vu) = / 


(“=1,28... 


u), 


abgesehen von den periodischen Aenderungen, gleichzeitig mit YS(w) sein 
Zeichen wechselt. 
Wir stellen jetzt einen Ausdruck auf von folgender Form: 

A+ByS | 

Ü 
A, B, C sollen ganze T'hhetafunctionen sein, und zwar A, C gleichändrige 
Funetionen vom Grade n+o, während B nur vom Grade » sein soll, und 
so beschaffen, dass der Quotient 


H = 


B — p 
eleichändrig ist mit ©°. Dann ist offenbar H eine rationale Function von 
x, 9, 3; also lässt sich hier das Adelsche Theorem anwenden. 
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Der Nenner C verschwindet für n+o Werthe von «. Zu jedem dieser 


Werthe gehören aber zwei von YS(w), und da w,(wu) gleichzeitig mit Y S(w) 
sein Zeichen wechselt, so ist die Integralsumme F,(w,), erstreckt über 
alle 22+20 Unendlichkeitspunkte von H, gleich 0 oder eine Periode. 

Von den Nullpunkten muss dasselbe gelten. Da aber der Quotient 


2n+o willkürliche Constanten enthält, so kann man 2rz-+0 von den 2n-+20o 
Nullpunkten des Zählers willkürlich wählen. Die Gesammtheit der o übrigen 
ist dann algebraisch, und zwar im Allgemeinen zweideutig bestimmt. 
Auf diese Weise wird es möglich, das Gleichungssystem: 

vol wea + + Wan) = Wr tw) W=n2..0, 
in dem %,, %, »+. %n4. gegebene, ©, ©, ... v, dagegen unbekannte Grössen 
bedeuten, aufzulösen, und zwar so, dass die elliptischen Funetionen von e®,, 
®% +. d, Sich algebraisch durch die von %, %, ... %,,, ausdrücken. Dies 
ist natürlich nur deshalb bemerkenswerth, weil die Integrale vw, nicht vom 
Range o, sondern vom Range o+1 sind. 





Multiplication der lemniscatischen Function sinama. 
(Von Herrn K. Schwering in Coesfeld.) 





$1. 


Einleitung. 


ü 
\ enn wir setzen: 


(1.) 


so wird die Beziehung zwischen # und x andererseits ausgedrückt durch 
die Gleichung: 

(2.) x = sinama. 
Ferner ist in den Jacobischen Bezeichnungen: 

(3.) cosama = Y1—x’, Jamu = V1i-+x“. 
Den Quadratwurzeln sind für kleine Werthe von x die positiven Vorzeichen 
zu ertheilen. 

Hiermit haben wir die lemniscatischen Functionen definirt. Sie ge- 
hören zu den elliptischen Funetionen mit singulärem Modul. Gauss hat sich 
mit denselben schon früh beschäftigt und die Möglichkeit der Siebzehnthei- 
lung erkannt. Unter den späteren Bearbeitern sind ausser Abel insbesondere 
Hoffmann (Multiplieationsformeln für die elliptischen Funetionen mit com- 


plexen Vielfachen des Arguments und dem Modul Y}; dieses Journal Bd. 48, 
S. 332), Eisenstein (Ueber einige allgemeine Eigenschaften der Gleichung, 
von welcher die Theilung der Lemniscate abhängt; ebenda Bd. 39, S. 160ff.) 
und. Kiepert (Siebzehntheilung der Lemniscate; ebenda Bd. 75, S. 255.) zu 
erwähnen. Insbesondere verdient die Eisensteinsche Arbeit Beachtung. Ihr 
Charakter erhellt mit merkwürdiger Deutlichkeit aus den Worten der Ein- 
leitung. Dort gesteht Eisenstein mit eigenthümlicher Resignation, dass seine 
Bemühungen um wirkliche Darstellung der Theilungsgleichung ohne Erfolg 
geblieben sind. Diesen Umstand empfindet er als Mangel, allein er fügt 
doch bei: „falls er ein solcher ist“, und nun nehmen seine Untersuchungen 








l. 
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einen Weg, der wesentlich nur zu Existenzsätzen führen konnte. Das da- 
bei Erreiehte ist bedeutend genug, um uns den Scharfblick Eisensteins be- 
wundern zu lassen. Dennoch konnte die Aufgabe der Multiplieation nicht 
ruhen. und sie hat nicht geruht. Es kann hier nicht meine Aufgabe sein, 
die werthvollen Arbeiten zu erwähnen, welche die Multiplication der allge- 
meinen elliptischen Funetionen, diesen im Vordergrunde des mathematischen 
Interesses befindlichen Gegenstand, behandeln. Es genüge die Bemerkung, 
dass weder durch die höchst elegante Determinantendarstellung Kieperts 
(dieses Journal Bd. 76, 5. 21), noch durch die Arbeit der Herren Frobenius 
und Stickelberger (ebenda Bd. 88, S. 146) die Aufgabe der Multiplieation 
eine völlig abschliessende Lösung gefunden hat. Einen wesentlichen Fort- 
schritt hat diese "Theorie meines Erachtens durch die Arbeit Kroneckers 
(Sitzungsbericht vom 29. Juli 1886, XXXIX.) gemacht. Im Anschlusse 
an Jacobis (Gesammelte Werke, Bd. 1, S. 266) grundlegende Arbeit setzt 
Herr Kronecker, indem < den Modul bedeutet: 


sc 


und es besteht dann für jede ungerade Zahl » eine Gleichung: 


Yz.sinam(nu) = Pev-2+ Yaı2 + --- + Pnn 2" Er, .(—_]Ye-D, 
pn. +gy,1-2 + +, ,.2’+1 

wo v=J4(n-—3) ist und die Coeffieienten p ganze ganzzahlige Funetionen 

von @ sind. Schon Cayley (dieses Journal Bd. 39, S. 16) hat mit bekannter 

Meisterschaft im hechnen diesen Weg eingeschlagen und die fraglichen 

Resultate für a=3, 5, 7 mitgetheilt. Allein den schönen Satz Kroneckers, 

über die Theilbarkeit der Üoefficienten, wenn es die Exponenten nicht sind, 


VOS- 
88 


hat er nicht gesehen, wie deutlich dieser Satz auch jetzt in den Rechnun 
ergebnissen hervortreten mag. 

Die Untersuchungen Kroneckers veranlassten mich, die vorliegende 
Arbeit zu unternehmen. Die lemniscatische Function ist unter denjenigen 
mit singulärem Modul die einfachste. Zudem erscheint bei ihr die von 
Jacobi ertheilte Form des Multiplieationsgesetzes ungesucht. Daher darf 
erwartet werden, dass die Ergebnisse auch entsprechend einfach sein werden. 

Zunächst habe ich die Multiplieation mit sehr einfachen Mitteln be- 
wirkt. Hierdurch wird nicht nur der Zugang zu den wesentlichen Eigen- 
schaften unserer Function erschlossen, sondern es ergeben sich auch wirk- 
lich praktische Rechnungsmethoden für einfachere complexe Zahlen. Aber 

Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft 3. 26 
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diese Methoden zeigen auch durch die abschreckende Gestalt ihrer Coef- 
fieienten, dass hier nicht die wahre Natur der Frage blossgelegt sein kann. 
Hierzu bedarf es tieferer Methoden, welche $ 7 beginnen und mit Hülfe 
einer Resolvente ® in die wahren Eigenschaften der Theilungsgleichung 
einführen. Bei dem zahlentheoretischen Charakter dieser Untersuchungen 
kann es nicht auffallen, dass dabei sich im Vorbeigehen ein Beweis des 
biquadratischen Reciprocitätsgesetzes ergiebt. Es gelingt ferner, den Werth 
der linken Seite der Theilungsgleichung für jede Wurzel einer anderen Thei- 
lungsgleichung durch die w auszudrücken. Aus dieser Darstellung folgt dann 
‘ endlich die recurrente Berechnung jeder Theilungsgleichung aus anderen ein- 
facheren und damit eine Lösung des Multiplicationsproblems, welche, wie 
ich glaube, nicht viel mehr zu wünschen übrig lässt. Da die Theilungsglei- 
chung als Zähler von sinam(»«) mit den 9-Functionen im analytischen Cha- 
rakter übereinstimmt, so zeigen die gefundenen Beziehungen der Thheilungs- 
‚gleichungen bedeutende Aehnlichkeit mit den unter den I(u+e).I(u-v) 
u. 8. w. bestehenden Gleichungen. 


82. 


Zunächst wollen wir einige die lemniscatischen Funetionen betreffende 
Formeln zusammenstellen. Die Additionstheoreme lauten (x = sinama, 
y = sinamo): 


zyl—y* N, 
sinam(a+4v) = hr in RE 

er 
Yl-a’yl-y’—ayyl+ayl4y’ 


cosam(a-+®) Ita’y' 


’ 





AJam(u-+v) = Ylrz’Yity’teyYiceryioy' | 
1-+r’y’ 
Die Wurzelzeichen haben, wie immer, für kleine reelle Werthe von x und 
y das positive Vorzeichen. Durch Einsetzung x = 1-4? verwandelt sich 
(1.) in die Gleichung 
. Ar "A di. 
(5.) Y2(K-a) = /[ ln. 
“ y1-Ay1l—4R’ 
Hierdureh ist die Beziehung zur kanonischen Form Legendres hergestellt. 
= 9 = 
Das Integral 


K=f dx SL 1 F dx 
Yi—at y2J yi-a’yıi-ye’ 


v 
0 









es 
th 
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hat den Zahlwerth K= 1,311029. Aus Gleichung (1.) zieht man sofort die 


i Folgerung 

Ei (6.) sinam(wi) = i.sinam(w). 

Daher aus den Gleichungen (3.) 

& (%.) cosam(ai) = Jam(u); Jam(wui) = cosam (a). 


Mit Hülfe der Additionstheoreme beweist man leicht die nachstehenden 
tabellarisch vereinigten Gleichungen: 





Argument sinam cosam Jam 
i cosamı ‚„ sinamu 1 
a+K — 2 2 
+ Jamu Jamu Jamu 
a . Jamu 1 ../s Sinamau 
u+Kki n 2 :Y2 
cOosam uU cosam u cosamu 
(8.) 
E rer i | Jamu ‚ cosamu 
a+-K-+Ki -—i. _— —i 
sınam% sınamu sınamıa 
a+2K — sinama — COosamau Jamau 
a+2Ki — sinama cosama — Jamu 
a+2K-2Ki sinama — cosama — Jamu. 


Zum Verständniss: 
l 


sinam(a+K-+Ki) = —i:- inama 


Die Funetion sinam hat die Grundperioden 4K und 2K-+2Ki. Die Dar- 
stellung in den 9-Funetionen gestaltet sich folgendermassen: 


ti. un 2 sun ©. w hun 
2 4 —— IS -' 4 \ — 060 
9 ' an Ai ni Aalen Alt 
; sınam{a) = r 
< ) ( ) un ’ Yun Zun 


| +2g’ cos 


1 +2 COs —- 2 COs - — a. 
Ki k ee M we" 
Für cosam(«) ist der Nenner derselbe, während der Zähler lautet: 


4 


un 94 R Jun 19 22 ger 4 ) 
z y“ COS - -Z eos an Bi 
>] Gl | ’ 1 


2K 
Ebenso ist bei Jam(a) der Nenner derselbe wie bei sinam,. Der Zähler 
f wird: 


v2 (24 08 


un oA Zun oo ’ Bun 
; cos — 2q 08 —. ++)» 
Er) h 1 h / 


4 
Y2(1-2gcos 


Hier ist 


q= e”" = 0,04321591, 
loggqg = 0,6356236462 —2. 
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In Jacobis Werken Bd. 1, S. 366 ist dieser Werth auf der fünften Deeimale 
ungenau. 


Gehen wir zu den Multiplicationstheoremen über, so zeigt man zu- 
nächst leicht: 
Sei 
x = sinamu; 
dann ist: 


zu 
cosam (2u) = ae 


| 2ry1—x* 
sinam (2u) = a: 
(10.) 
r 3.1 __ 14+20°—r° 
Iam(2u) = - Fr 
2 Te. 
a BIP mE FE 
——; 1-42r°—-6r'—4r°+2° 
cosam(3u) = Yl—r ne a 46 
s,_ Ir42 62 Hi 4" 
1+6r2'—3r° 


sinam (du) = — 





Iam(3u) = Yl+x 


1—ir’ 


sinam (a-+wi) = bean Teer 
Yl—x 


(12,) . 
Jam(u+ui) = - 


‚ cosam(a-+ui) = - 


1 tie” 


/1 4 





Das Problem der complexen Multiplication verlangt nun die Darstellung von 
sinam(au+pui), wo @+p’=p eine ungerade Zahl sein soll. Wir nehmen 
P immer als gerade, folglich « als ungerade an. Das gesuchte Multipli- 
cationstheorem hat die Form, wie wir im folgenden Paragraphen zeigen 
werden: 

zr +a,zr *r+a,2P +... +a,x 


sinam(au+ßpu) = + TEN I a 
1 2 4 


Gel 16 Zu 


die @,, @, ..., a, sind als Funetionen von 


e=a+pi und p=a’+P 
oder von 


e=a+fi, !=a—fi 


zu bestimmen. 


$ 9. 


Durch vollständige Induction kann man ohne Mühe zeigen,‘ dass 
sinam(e@u+/ui) eine rationale Function von x ist. Setzen wir nun voraus, 
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dass p eine Primzahl 4n+1 sei, so ist klar, dass der Zähler einzig für die- 
jenigen Werthe von x verschwinden kann, welche in der Form enthal- 


ten sind: 
2hK+2h' Ki 
@+Pi ' 
wo h und A’ irgend ganze Zahlen bedeuten. Wir behaupten nun, dass sich 
diese Werthe sämmtlich auf die p Werthe zurückführen lassen: 


z = Sinam 


AK ’ SK 4(p--1)K 
sinamO0, sinam ——, sinam „+ -, glnam 
0 0 0 
= a+fßi). 
In der That, betrachten wir die Differenz: 
2hK+2h'Ki 4nK h—2n-+h'i 
(13.) ER —= 2K- 3. 
Q 9 Q 
so it e=—Pi (mod. eo), ©= —ap (mod.e), wenn PP =1 (mod.p). Da- 


her ist —2n-+h'i durch o theilbar, wenn die Congruenz h—2n—h'P« = 0 
(mod. p) erfüllt ist. Der Quotient wird, abgesehen vom Nenner p: 
(h—2n)a+h'P+(ah'—Ph+2nP)i, 

und somit wird die Differenz (13.) eine ganze Periode, sobald k und Ah’ ent- 
weder beide gerade oder beide ungerade sind. — Ist dagegen h gerade, 
h ungerade oder umgekehrt, so betrachten wir die Summe 

(14) Brtwn ı “r an EN 
Dann ist es ebenfalls immer möglich, 2» so zu wählen, dass diese Summe 


K. 


eine halbe Periode wird. Nun ist aber sinamz = siname, wenn entweder 
u+v eine halbe oder u—v eine ganze Periode ist. 
Folglich muss unser Zähler die Form haben: 


AR 4hK 
N1,(&-sin am i ) 
0 


Der Nenner des Ausdrucks sinam(ou+/Pui) = sinam(ou) muss verschwinden, 
wenn sinam(o«) unendlich wird, also für die Werthe 


„— @RtDK+ m +IKi 
[# 


Diese Argumente des Nenners lassen sich auf diejenigen des Zählers zurück- 
führen. Betrachten wir die Differenz 

4n+1-+i 4r 
Q 
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so lässt sich durch Lösung der Congruenz 

An+1—-af'—4r=0 (mod. p) 
r stets so bestimmen, dass die Differenz eine ganze Zahl wird. Dap= 
(mod. 4), so ist diese ganze Zahl (mod. 4) congruent a+ß-+(e—P)i. Wenn 


a+ßP und &—ß demnach (mod. 4) denselben Rest geben, so ist, abgesehen 


von ganzen Perioden: 
ne TK4 K+Ki, 


also 


P Ar 
sınam ——K 


Ergeben aber «+ und @—P (mod. 4) verschiedene Reste, so kommt eine 
halbe Periode hinzu, und es wird: 


4 
sin am == BE ern 


sinam 
o 


N 


Auf ir K können aber alle Argumente des Nenners zurückgeführt 


werden, wie aus dem für den Zähler Bewiesenen folgt. Der Nenner ver- 
schwindet also für solche Werthe, welche, von einem Factor +i abgesehen, 
denjenigen reciprok sind, für welche der Zähler verschwindet. Die letztere 
Erwägung vereinfacht sich durch folgende Schlüsse: 
. \ 4nK . i 4(p—n)K 
Zu jedem Argumente : findet sich ein zugeordnetes Br 


0 
deren Summe eine ganze Periode ist. Ferner ist aber auch durch Lösung 


der Congruenz ne =n' (mod.p) immer eine Zahl »’ auffindbar, so dass 


Ani 


eine ganze Periode wird. Und so gehören stets eier Argumente gruppen- 
weise zusammen: 
4nK 4nK . 4nK " 4nK . 
4 l, IR ’ na 5, 
e p P e 
jemerken wir noch die Gleichung 
(15.) sinam(@eK+PKi) = it 


so erhalten wir 


b 
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, 4nK 
IT,\ x’—sin’'am ) 
) 


IL, (1 — r'sintam in K ) 


0 


(16.) sinam(eu+ ui) = sinam(ou) = +" ,e- 


Um die Zahlen » bequem zu erhalten, nehmen wir die primitive Wurzel q 
(mod. p) nach dem Vorgange von Gauss so, dass 
p-1 


7) 0° =; (mode) 


und setzen dann a==yg (mod.p), wo r=0, 1,2, ..., 


P- .) 
4 


Ist so die Form des Multiplicationsgesetzes für p als Primzahl be- 
wiesen, so ergiebt sie sich sofort als allgemeingültig für jede ungerade Zahl. 
In der That, ist #=0, also o=« reell, so hat Kronecker in der an obiger 
Stelle genannten Abhandlung die Richtigkeit für jeden Modul bewiesen, und 
zwar in einfachster Weise. Im übrigen schliesst man dadurch weiter, dass 


man in 

ar ta, +...+a,r 

sinam(ou#) = + —  ——  — — - 
Iltaz! +... ta,a 

an Stelle von x einsetzt (wenn n=y-+di, q=y’+0°): 


_ 


—— 


A| 


- 
D 


- 0,39 Fer 043 

l+c,2* +++ +0,37 

Wir haben also folgendes Resultat gewonnen: 

1. Istp=«+p unda=4n+1, P=4n' oder e=4An+3, P = 4n-t2, 


z = sinam(nu) = + 


A ‚ —1 
so 18t (= a+ßi, v= nr ): 


18 ' s Ä zr ta, ar ta,aP +... d,x 
(18.) sinam(ou) = sinam(eu-+ ui) = L oe a + 
3 l-+a, x + A, +... +a,a0Pm 


2. It p=«’+P, «a =4n+1, P=4n'+2 oder e=4n+3, P= An, 
so ist 
(18°) sinam(au+Pui) = 7 rt ee 
R „i ‚x 

Es wird im Folgenden besonders um den Fall sich handeln, wo p Primzahl 

ist. Daher können wir uns « so gewählt denken, dass Gleichung (18.) zu- 

trifft *); wir werden also um den zweiten Fall uns nieht weiter bekiimmern. 

Es soll jetzt derselbe Gegenstand noch einmal und zwar unter einem 

*) Vergl. den Begriff der primären Zahl bei Lejeune Dirichlet, Ges. Werke heraus- 

gegeben von Kronecker Bd. 1, S. 545. Dort ist«e=1 (mod.4), $=0 (mod. 2) gewählt. 


während in unserer Abhandlung e=1 (mod. (2+2i)) ist. Beide Erklärungen rühren 
von Gauss her. Ges. Werke Bd. II, S. 107. 
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ganz anderen Gesichtspunkte betrachtet werden. Der kundige Leser wird 
darin sofort Jacobis Transformationsmethode erkennen. 


Sei p irgend eine Zahl von der Form 4v+1. Wir bilden: 


(19,) _ z’+a,art-+a, + +4, 
or ET ae +a,2° +... +a,.r-1' 
Ferner setzen wir fest: 


(20.) 1-4 - (1-2) (1+b,c+b,x z°+..-+b, 2 -+b,2”? 4b 21-2)? 
a: ;_- l-+a, z’+a,2° +... +a, ar! 

Wir werden künftig kurz schreiben: 

(2) = 14a2'+02° 4... +0,07, 

ULFa) = 14+b,2+b0° +4. 46,0”? 4 b0” ar. 

F(xz) hat die Eigenschaft: 


| . l 
>° f Zum 2y 7 i 
(22.) F(&) = «”.F(—_) 
Dann erhalten wir die Gleichungen: 
1—- a’ +a, (2 —- a’ ")-+a 
(23.) nr & Je 
u = (1-a)(1-+b,2+ re | 


oder naeh Division dureh 1-—e: 


(21.) 


1l+x2 +r° +--4 
—q, (x 7° +2 4... 
+9 (+2 +2 +. 
a, (a +2 +8 + 
+9, (+2 +2" +... 
ORERR: a g +... 
+ - 





— (1-+b, BP c’+...+-b, eh, were kawy. 

Indem wir die Coefficienten der Potenzen z, ©’, 2°, ... 2” mit einander 
vergleichen, erhalten wir 2” Gleichungen, denen die 2» Coeffieienten a.. 
ee by ..., db, als ebensoviele Unbekannte gegenüberstehen. 
Die Aufgabe ist also völlig bestimmt. Dies muss sehr auffallend erscheinen, 
da der kundige Leser weiss, dass für p=21 z. B. keine eigentliche Lösung 
vorhanden sein kann. Das Räthsel wird sich später durch eine Reihe un- 
eigentlicher Resultate lösen, welche bei rein algebraischem Vorgehen sich 
jedesmal einstellen. 
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Fr - aus Gleichung (19). Der Ausdruck wird ra- 


tional, nur von z* abhängig und der Zähler vom Grade 2p—2. Der Nenner 
wird ein Quadrat. Als Coefficient der höchsten Potenz =””” erscheint im 


i i d 
Bestimmen wir — 


zähler pa,—(p-1)a,=a,. Aus (20.) folgt aber, dass ‘7 für alle Werthe 


. = - a} z - 4 dı he 
verschwindet, für welche F(x) =0 ist. Folglich verschwindet z als Fune- 


tion von x* auch für die Werthe F(—-x) =0, F(xi)=0, F(-zi)=0. Mit- 
hin ist 





or dy _ _ Fa). F(-2). Fi). F—ai) 
a er. 
Andrerseits folgt aus (20.) 
eye et 
96 2(«‘) x(x') 
En 1 en Fe) 
yi=( +21). 1(x*) -yi=( — 21) 1(x*) i 
Folglich 
a,) 1—y' = ia. F 
(27.) Ya, = a,.du, 


yi-y' YNi—! 
Greifen wir nun auf (18.) zurück, so ist y= sinam(ow), also bei Entwicke- 
lung nach Potenzen von x wird 


y=-ou+-, z=u+-., 


folglich 
(28.) = 
Man hat also 
(29.) U u 0. Mu 
| yi-y‘ yl-e' 
$ 4. 


Wir wollen zunächst beweisen, dass die Coeffieienten a,, @, ... in 
Gleichung (18.) sämmtlich ganze Zahlen sind. Angenommen, diese Eigen- 
schaft sei für alle Zahlen » von 1’+P°, 3’+P°, ..., @’+ß° bewiesen. Wir 
zeigen, dass sie auch für (@+2)’+/° besteht. Aus 


zP + a, +4, 
l+a,2® +... +a,ar-! 
Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft 3. 27 
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folgt durch das Additionstheorem: 
dy 


n 
(I+=')'+42°(1--z')y® 

Nach Fortschaffung der Doppelbrüche erhält man im Nenner eine ganze 
ganzzahlige Funetion vom Grade 2p+6, im Zähler vom Grade 2p+7. 
Allein es lässt sich zeigen, dass im Zähler und Nenner ein überflüssiger 
gemeinsamer Factor vom Grade p—4a+3 weggehoben werden kann, sodass 
im Nenner eine Funetion |(@+2)'+P’—1}ten Grades zurückbleibt. Setzen wir 
z = sinam(2u), so ist 


y(l-62'+2°)+22(1—2°)-- 
sinam(o+2)u = —— 


a4 singe 
1-+2°y’ 
Der Nenner verschwindet, wenn zy = +i, oder da 


(30.) sinam(o+2)u = 


. z N 
sinam(a+K--Ki) = — —, 


wenn 
sinamou = sinam(2u+K-+Ki+2hK+2h Ki), 

also für die Werthe 

K-+Ki+2hK-+2h'Ki 

a ne 
Dies sind aber genau diejenigen Werthe, für welche der Nenner des ent- 
wickelten Ausdrucks sinam(e—2)u verschwindet. Für alle diese Werthe 
verschwindet aber auch der Zähler des entwickelten Ausdrucks (30.). Denn 
aus zy= ti folgt y= Fsinam(2a+K-+-Ki) für z = sinam2x. Folglich ist 


.  cosam(2u). Jam(2u) 


Y1-y* = cosam(2”u+K-+Ki)- dam(2u+K+ Ki) =i: sin?am (2u) 


Mithin verschwindet der genannte Zähler, da 


Der abtrennbare Factor wird also 


1l+a2°+00°+--+a),.0 7" 


p = (2) +P’=p—4a+4; 


Hier sind a,, a, ... der Voraussetzung nach ganze Zahlen. Wäre nun der 
Nenner von sinam(g+2)a keine solche Function 1+a) @’+a,a°+--, mit 
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— 





ganzsahligen Coefficienten, so könnte auch das Produet, nämlich der Nenner 
des entwickelten Ausdrucks (30.) keine ganzzahlige Function sein. Dies 


& folgt aus den von Gauss (Disqg. arithm. art. 42) für reelle Zahlen mitgetheilten 
‚3 . u . Y l . » . 
. # Prineipien auf der Stelle. Man ersetze nur z durch „ und multiplieire 
4 ER: alsdann mit der geeigneten Potenz von «. 
er . Hiermit ist unser Satz für alle oe mit gleichem % bewiesen, sobald 
38 er für 1+-fi feststeht. Um ihn allgemein nachzuweisen, erübrigt noch, die- 
ir ® selben Schlüsse für o+2i aus oe zu ziehen, welche wir für 042 aus o ge- 


zogen haben; d.h. wir führen die für « durchgeführte Induetion nun auch 
für Pi durch. Eine Mittheilung dieser selbstverständlichen Erörterungen ist 
unnöthig. | 

Eine weitere Eigenschaft der Zahlen .a besteht darin, dass sie alle 
durch o theilbar sind. Wiesen Satz beweist man am einfachsten mit Eisen- 
stein dadurch, dass man y mit Hülfe von Gleichung (29.) in eine Potenz- 
reihe nach x entwickelt. 


ur 
Oo 


Nunmehr gehen wir dazu über, die Üoeffieienten a,, @,, .... selbst 
. numerisch zu berechnen. 


“ Setzen wir: 


ın z’+a #9 ++0,207 +... +02 : "EHRE UFER 
(31.) Y zone 1+a r' Lga.x® I +oxr ee ox(1+m,r rmz 7), 
a, Re 





ist 
so können wir die m mit Hülfe der Differentialgleichung (29.) als bestimmt 
ansehen. Die Werthe lauten: 
ee ee, a Ar iLeIKL—eN 
2 120 ei kam 15600 
u. 8. W. 
Dann findet man: 
MO+a0 = Qa,_,. 
MO —+AMO+AO = A,» 
(32.) . BEN C ’ 
M;O+A,M,O+A,M,O +40 = A,_;. 
P- Diese Gleichungen zeigen, dass man nur die eine Hälfte der a zu berechnen 
R: braucht, wenn man die m kennt. Ferner sehen wir, dass die m ganze 
nit 8 Zahlen sind. 


Bi: 27 %* 
hr es > 5 
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Um jetzt einige der « zu bestimmen, schlagen wir folgenden ein- 
fachen Weg ein. Wir setzen, ohne weitere Annahme, als dass d und /? 


gerade sind: 
. 2 E a 
yrbdi Ns -# +0 a Be 5 
+ßi = a he 

a+pr=0, "+ =p, V= I 

I +c, 214... +c,x 
l1+c,* +. -+c„c! 
ar +a, art +... +a,r 
l+a,2! +. +a,cr! 
Dann haben wir es in der Hand, durch Einsetzung von sinam(gu) statt x 
in die erstere oder umgekehrt durch Einsetzung von sinam(nuw) statt x in 
die letztere zwei verschiedene. Ausdrücke für sinam(onu) abzuleiten. Nach 
Wegschaffung der Divisoren im Zähler und Nenner können dann die Üoef- 
ficienten verglichen werden. Natürlich wird man für die e möglichst ein- 
fache Werthe wählen, etwa 
n=1+2i, q=)D. 





+sinam(na) = 





+sinam(gu) = 


Dann erhält man die identische Gleichung: 
(1-n2+a.(1— na Yan) +me(l—neh ern) +-- 
(83) +4,21 na) En) 
= (l+a20°+9,2°+--+a,c)’ 

—n(1+a,2°+--+a,aP "(a,c+a,_,2° + +2”). 
Diese Gleichung ermöglicht es, alle Coefficienten « zu bestimmen. Wir 
haben eine erste Lösung des Multiplicationsproblems. 

Man findet: 


o'—p e'+5p—6 
en" ME en Se Sie 





— 0°+336 0*— 70o0'p+35p’—300p 
a = — "9 93PFR 7 
2.9 .d, 


p—>)(e'—1 


| (34.) 


2 1 
= FEB Tım 
+5775 o’p’ _ 1049400? _ 1925 p° + 49500 p°— 324000p' 
._1 ass z L u 
a, = 0 D —_1084140°+625+65(p-5)(7p—9)} 


25,.32.5°,.7.13 


170" — 15840°+3769920°+1650°p 








EN. 
GE nee 3 re a 


2in- 


we; 

in 
ich 
ef- 
in- 


/ ir 





er 


er Eng 
BI u VER 
N ET NE 
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Diese Formeln zeigen, wie auch leicht allgemein nachweisbar ist, dass die 
Coeffieienten a Funetionen von o0* und p sind, und zwar a, vom Grade 4n 
in Bezug auf 0 und » in Bezug auf p. Uebrigens eignen sich die Formeln 
mit Ausnahme der beiden ersten nicht zur praktischen Berechnung. Da- 
gegen kann man jetzt mit Hülfe von (24.) die Zahlen b,, b,, ..., b, aus 
den obigen bestimmen. Für die ersten sieben erhält man in der That For- 
meln, welche praktischen Werth haben. Sie lauten: 


= —%(e-1); » = —-I(e-1)(e+3); b, = — ira -1)(e +20+5); 
1 i 
b, = 557 |(+2e+5)(e’-140+5)—16(p—5) 
(35.) 1 &5 = a  e+2E+5)(7e 20-109) +80(p—5) 
= «det 2 Kg +20+5)(110°-580+ 151) —80(p-- 
—] ’+20-+5) ‚2 » . ‘ 2 a \ ON 
D = (@ nahe \(e—6e+13)(e-6e— 19)+80(p— 13) 





Mit Hülfe dieser sieben Formeln ist man im Stande, die Multiplieationsformeln 
für p=5, 13, 17, 29 aufzustellen. 

Mit Hülfe der « sind wir im Stande, auch die Multiplicationsformeln für 
cosam und Jam aufzustellen. Wie aus der Gleichung (26.) hervorgeht, hat man 





| _ F@a).F(—2) . 
OS: ( ) — _ — — 
cosam(ou)=VY1-y’=Yl 1‘) 
| | __ Flei). Fl_ai\ 
Jam(ou) = V1-+y’ = Y1-+r°: (zi) s zı) 
x(@) 
Daher 
1+c0, 2’ to, 24... tor-! 
cosam(gu) = cosama-- Ruhe ed N A — 
di Ira, x’+a,2°+...+a,cP-! 
(36.) Din NER EERENETER 
| dam(en) ı; An Ita z’fa,2°+... ta,.ri 
Da nun sin’dama#+cos’ama = 1, so folgt die Identität: 
(37.) ( A+a2'+02° + +02)’ I 4,2 +a, 2a°+ +)? 
eg = l-)\l+o,o2r +9,24. +0, +2), 
Hieraus ergeben sich für die e die W a 
a.=—1 ig = ——7,-|e+6be+1+2(p-H); 
e ad .d 
22197 Hit. 
(38.) C; — | gr "9 - \(o’+ 60 +25—-10(p—-5)|; 
“ 
eo, = rar lei+6Eo+25)(17E*—-1860’—611-+140p) 
ed 





+20 (7p—263)(p —-5)!- 
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Die Beziehungen der 5 zu den c liefert die aus (26.) folgende Identität: 
(39.) l+o28°+02°+--+2°7" = F(e).F(-e). 

Daher hat man: 

c, = 2b,—bi, 

c = 2b,+b5—2b,b;, 

G = 2b,+2b,b,—2b,b,—b;, 

c, = 2bs+2b,b,+b;—2b,b-— 2b,b,, 

u. 8. w. 

Die bis jetzt erhaltenen Ergebnisse zeigen deutlich den Charakter des End- 
resultats. Die a, b, ce sind bestimmbar, aber ihre Ausdrücke in e und p 
sind leider schon sehr bald so verwickelt, dass sie weder für praktische 


Berechnung noch für theoretische Untersuchung geeignet erscheinen. 
Wir suchen daher nach einer anderen Methode. 


$ 6. 


Setzen wir kurz 


(40.) y, = sinam SE, 


wo n die oben in Gleichung (17.) näher erklärten » = es Werthe durch- 
läuft, so wird 
(41.) l+a,2°+92°+--+02”" = N, A1-yia). 


Suchen wir nun die Potenzsummen: 
(42.) I, = ty t+ +7 
mit Hülfe der bereits ermittelten « zu bestimmen, so finden wir: 

S— —o'!+p N 30°—280'-+25p u. — 140'”+1980°—13090*+1125p 
ET MT ee, 00.  —_ SGEEBERzE 
Diese Ausdrücke sind bei weitem einfacher als die für die Grössen a ge- 
fundenen. Unsere Aufgabe wäre aber gelöst, wenn es gelänge, die Potenz- 
summen $, gesetzmässig "zu bilden. Zu diesem Zwecke wenden wir folgen- 

des’ Verfahren an. 
Aus 
zr +ta Pr *t+... +02 
Ita, + +g2P7 





y = sinam(ou) = 
folgt 
(43.) j 2’—e.sinam(pu).x’”"+a, 2” — a, ‚sinam(ga).e’ + 


| + —a,sinam(eu).2"—sinam(oa) = 0. 









h- 





u 
ii 
Rz 
= 
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Die Wurzeln dieser Gleichung sind: 


\ 4hK 
2a, = sinam(w+ . ) Q=0,1,2,... P—1). 
Demnach kann man ihre Potenzsummen darstellen. Es wird: 
Pan 4hK Ai 
(44.) 5 sin’am (u+ - ) = g’sin’am(ou). 
0 


Wenn wir nun sinama = r setzen und das Additionstheorem anwenden, so 
wird nach unseren früheren Bezeichnungen: 
Pr y ayl—yitrıyl—at 
SH ELEES TEL NEE 
0 +xr Y 
Nun sondern wir links den Werth „,=0 ab und nehmen die vier Werthe 
Yıs —Yıs Ynl, —Y..t zusammen, verwenden den Summationsbuchstaben n 
statt a wie früher und erhalten: 
1 295 II) , Al-r)trll— 
(45.) 2’°+22, 1 —— EN + Br 
A yu2‘) (A+yar) 
Jetzt können wir links nach Potenzen von x entwickeln und erhalten, da 
p—1 ' 
21-47 -=p-1 is: 
((p—-128,)e°+4(58,—78,)2’+4(98,-118,)2" +. 
| + +4((4h—3)8,_,—(4h—1)S,)a" +. = o’sin’am(ou). 
Wenn nun y’=sin’am(ou) nach Potenzen von x entwickelt werden kann, 
so ist die Aufgabe gelöst. Wir erhalten aus (29.) die Differentialgleichung: 


2 
en KEN. —e 


— o',sin’am (on). 


4 
c > . > 
) | = 0,sın’am(eu). 


(46) 


dx a" 
Setzen wir nun y =z, so folgt leicht: 
er 2 a d’z „ da 
(47.) 41-33’) = 21-2) se 
Also, wenn 
(48.) z=y = sin’am(ow) = od’ +n,a+n,2" +. +n,at’+ 
so hat man: 
(49.) (| 2er nett 
| fr = B[(4k+1)(4k+2)n,— (4k—2)(4k—1)n,_,]2*. 
Oder: | 
| 5.6.02, = 6(e’-E"), 
9.10.n, = 6.7n,—6o’.2o’n,, 
50.) 13.14.n, = 10.11.m;—bo’(2e’n,+n}), 


117.18.n, = 14.15.n,—bo°(20'n,+2n,n,), 
21.22.n, = 18.19.n,—6o’(20’n,+ 2n,n;+n3), 
u. Ss. w, 
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Hieraus folgen die Werthe der n: 


2 6 
00 


ml), = 5 23et3g), 


n, = 
N = 13 1755 (9625 —47579°4989p°— 820°), 


= 13. 17,195 (85625 —193620*+ 50160°— 6960" 442g"), 


U. Ss. W, 


Aus diesen » ergeben sich die Potenzsummen $,, welche wir suchen, durch 
die Gleichungen: 


p-12S, = 0%, 
989,— 78, = 4Io'.n,, 
(51.) 98,—11S, = Yo'.n,, 





(4h—3)8,_,— (4h—1)8, = +te’.n,_.. 
Hiermit ist unsere Aufgabe theoretisch gelöst und eine zweite Methode zur 
Bestimmung der Coeffieienten a gegeben. Allein auch diese Methode — 
sie ist im Wesentlichen schon von Eisenstein (dieses Journal, Bd. 30, S. 185) 
angegeben worden — ist zur praktischen Berechnung ungeeignet, da die 
Ausdrücke der » schon bald unbequem werden. Dagegen zeigt sich eine 
teihe von interessanten Sätzen, von denen wir die folgenden herausheben. 
1. Da die Potenzreihe y’ die Grösse p nicht ausdrücklich enthält, 
so ist der Üoefficient von p in S, wie aus den Gleichungen (51.) hervor- 


» 1 a 1.5» 11:2. 2%, r > s 
geht, „;; in 8, ist er 4-2; in S; 152-2: u. 8. w. Der Coefficient von 
p in 8, ist: 


1 1.5. 9.13...(4n—3) 
4 3.7.11.15.. An—1)' 





und ausser diesem Gliede kommt p in S, gar nicht vor. 
2. Es ist auch möglich, den Üoeffiecienten von e° in », mit Hülfe 


BR: ; u; 1 67 
der Gleichungen (50.) anzugeben. In n, ist er 5m ist er 
x 1 6. 7.10.11 } 
in n, ist er Sog Ss win ist der Coefficient von o': 


1 3.01. 


Fe N. 15...(4k—1) 
2k+1 5.9.13.17. 


+) 


Nun kann aber sinam(o«) nach Potenzen von « entwickelt werden; ebenso 
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sin’am(ow), und dieses wird dann etwa die Form zeigen: 
| sinam(ou) = ou +0 W+Ro" u" +---, 
N Nunmehr entwickeln wir «# nach Potenzen von x und setzen in diese Glei- 
; chung ein. Dann muss «, nach Potenzen von x entwickelt, die obigen 
Coeffiecienten von 0° ergeben, oder es muss sein: 


. Nee BR ee 
ee en® 
h | Diese Reihe findet sich auch bei Jacobi (Ges. Werke, Bd. 1, S. 372), nur 


nicht in dieser Form geschrieben und ganz anders abgeleitet. ‚Jetzt können 
wir auch theoretisch angeben, welche Coeffieienten 0", 0", o* u. s. w. in 
den verschiedenen », zeigen werden. Man braucht nur (52.) der Reihe nach 
in die Ste, Dte, 7te Potenz zu erheben und in die Reihe sin’am(ou) = o’« 
+6,0°wW+--- einzusetzen. Praktischen Werth hat das nicht. 

3. Wie die obige Entwicklung gezeigt hat, besitzen die », in der 
Entwicklung (48.) sämmtlich den Factor 1—0o*. Setzen wir statt (48.) 


ur „.. u 4 „Ak 
sinam(ou) = ex (l+p X +mm°+.- +pa" +), 
E- | 0: = m, 
9) | ferner: 
lie | (53) 1 sinam(ou) = oz +o’(1-eoN)y,+e’(1-e)’gp+--: 
n0 | ++. 
n. i | 2 rt; 
1 Dann sind die y, Funetionen von xz° multiplieirt mit x’. 4, beginnt mit 
Lil, R i vr . . . . os . 
einem Gliede r,x”*’; und darum ist diese Entwicklung statthaft. Für einen 
Ir- 
Augenblick mag gesetzt werden 1—-e'=«, so ist zu bilden 
on 
4 
” 2 / 
sin’am(uyl—e . | 
Bu... &. Er 2 = 2T+0.9,+ pt tet.p +. 
yl-e 
Wir setzen kurz 
4 
sin’am(yu 
| vu) = —® (Yu) 
Ife 3 t yu 
; dann ist 
0’ 4 sin’am(uyl—« 2 
E- A. &. u EEE, Wylu— au). 
; ie 
“ Die rechte Seite können wir sofort nach dem Taylorschen Lehrsatze ent- 
$ wickeln. Es wird dann: 
E 1 kit? fat 
180 A = (1a). 


- 
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Hieraus gewinnt man durch Differentiation nach x die Recursionsformel: 


(54)  u.gla) Nie = (dh+ 2) Ik+ N) pre). 
Für 9, erhält man unmittelbar: 

(55.) yıla) = I’ LurVi-et. 
Wenn man sin’am(ou) nach Potenzen von 1—o* entwickelt, so können die 
Coefficienten der Entwicklung durch eine einfache Recursionsformel ermittelt 
werden. | 

Für y,(x) erhält man leicht: 
+ 1-32) ga) = (a-=)yi@) 

und daher: 


L( a a Sn ) 
“Te ? Dam ee dis UL.) 
Yı(®) Serge tg Frog 7? 


‘ 


Daher gilt für unsere n, der Satz: Sei 


sin’am(ou) = or’ +2,n,c"”. 


Setzt man in - für o0* den Werth 1, so wird die Zahl erhalten: 


3.7...(4k—5) 
9.13... (dk+1) 
So für n;: 


9625 —4757-+989— 82 = 25.3.7.11, 
Auch %;,(x) hat durch die Gleichung 
169,(2) = (1-32) wW+14y,(z)— x’ 
eine einfache Coeffieientenbestimmung, woraus wir den Satz entnehmen: 


N; ? em .. 
Wenn man = nach o* differentürt und dann o*=1 setzt, so kommt 


die Zahl heraus: 

1 (k-DO5k+2)  3.7...(4k-5) 

2 (2k—1)(2k+1) 9.13...(4k+1) 
Für .g,(x) erhält man 
164;(2) = uWY I—a+20p(@)-Dyp(e). 
4. Weitere Eigenschaften der p, liefert die folgende Untersuchung. 
Die Formel 
sin’am(oa) = o’r’(1+p,X+ pa" + +p,c"-+-) 


gilt innerhalb der Convergenzgrenzen für beliebige Werthe von o und x. 








lie 
e€lt 





Schwering, Multiplication der lemniscatischen Function sinamu. 215 


Verwandelt man nun. in u+wi, so geht x in 
—ıc 


I+i)z ” 

- = über (12.). Drücken 
wir nun die Abhängigkeit der p, von o dadurch aus, dass wir o* als Argu- 
ment beifügen, so wird p,(—40o*) bezeichnen, dass —4o* überall an Stelle 
von o* in dem ursprünglichen p, = p,(o*) gesetzt werden soll. Man hat also 
die Doppelgleichung: 

iz? ı 4r' a... 162 DR | 
1—r' i— (1— 2°)? -pı(Q )+ (1—x*)‘ "Px\P re 
= 9.23.20 1+p (to) +p (Lo) +} 

Die Coefficientenvergleichung ergiebt: 


ER sin’am(14deu = e° 


k+1)k 12. GI DRAG , 
1-4/ 2 + I a pe) 
(57.) R 
k+5)(k+2)...(k—2 Far Ak 4 \ 
se te) = Le). 





Diese Formel bestimmt p, völlig, wenn p,, Ps -»-, Pi als Functionen von 


4 


o* gegeben sind. Denn sie bestimmt alle Coeffieienten von 0°, 0°, 0", ... 
mit Ausnahme desjenigen von 0”. Aber dieser bestimmt sich durch den 
Umstand, dass p,(1) = 0 ist. 

Ausserdem schliesst man: 

Da p, 1) = ist, so folgt aus (57.) p—Y=1. 

Die Differenz zweier beliebiger p,, oder die Differenz zweier beliebiger 
Coefficienten in der Entwickelung von sin’am(ou) nach Potenzen von x ist 
immer durch o’+4 theilbar. 


So ist 
(o*+4)(820°—5520*+ 1100) 
Be ir. 9.13.17.25 | 
Da p,(—4) =1, so ist zufolge (56.) 
Ir 4x‘ r un BAER TIERE ad 
(1—x*)? | (1—x*)* Be (1+2°)? 


= 1+9,(16).2°+p,(16).2°+---+-p,(16).2”" + --. 
Hieraus folgt p,(16) = (—1)'(2%+-1). Mithin ist 
Pı(e)+2pı-1 (le) + Pı-2(E*) 
immer durch o’—16 theilbar. So ist 


4 » @], - “ ef YO” 
o'— 16) (820°— 1207 0*°+3805) 
o..:% Rn“ „= p,(o'- De a A ı. Dinen: R 
pstäpı+P: 9.13.17.25 


Diese Untersuchungen könnten weiter fortgesetzt werden und würden manches 
28* 
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Interessante bieten. Wir brechen hier ab, um zu einer dritten Lösung des 
Multiplicationsproblems überzugehen. 


WW 


Diese Lösung gewinnt man durch Betrachtung der Gleichung F(x) =0. 
Für jede Wurzel dieser Gleichung wird y=1. Man kann sie, wie leicht 
analog dem in $ 3 Gezeigten ausgeführt wird, auf die Form 


s 4h-+1)K 
z = sinam m 


bringen. Aber auch die Werthe A=0, 1, 2, ..., p—1l kommen paarweise 
p—1 


E- für den e=1 wird, abscheidet. 


vor, wenn man den bevorzugten h= 


Denn die Argumente 


p+4n 


u A, K, 


sowie 
zen vv 5) 
und 


N 


liefern dasselbe &. Somit zerfallen die Zahlen 44+1 in vier Klassen, von 
denen wir nur die erste und dritte berücksichtigen müssen: 


59, 


p+4, p+8 .-., 

2p+3, 2p+T, ... 

3p+2, 3p+6, .. 
Der ersten Klasse geben wir die Form p—4n, der dritten die Form p-+4n. 
Dann erhalten wir 


4n 
cosam——K 


4 
= = sinam (K +“ a K ) a Bamenrengen fr = 
Jam — 


4 
(n= Se u) 
Da diese Zahlen » den übrigen p—» durch Multiplication mit —1l congruent 
werden, so entsteht jeder Faetor doppelt, oder es wird 


An 
cosam——K 
n p—1 = 0 
F(z) = II. z—sinam ———., — 
1 
dam——K 
0 ‚ 


aa re 


ee ee EEE 
ER RE IRRE a FE 








es 


ht 


5e 


IN 


nt 
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Ordnet man nun wieder jedem » sein »' zu, sodass » = ni (mod. 0), so ver- 
tauschen sich eosam und am, und es wird, wenn wir wieder die y, ver- 
wenden: 
. . 2 2, 2x 
(98.) F(x) — 1+b,c+b,.02 +. +0” ZZ IT, (2° t L)- 
yi-y 
Das Vorzeichen der Wurzel ist durch 
4 .- 4n > 
Yl-y} = cosam 2 K.dam ö k 
festgestellt. Man findet aus (58.) mit Hülfe der vor (36.) geschriebenen 
Gleichungen: 


| n.(2'-2: re 2’+1) 
—/n 

) = cosamu--— 

— cosam(gu) cosamu 1,G re‘) 

(99.) 

I,.(1—yir') 

n durchläuft hier wie immer die oben in Gleichung (17.) näher erklärten 

= 1(p—1) Werthe. 


Nun ist, wie man leicht aus Gleichung (12.) beweist: 


II, x’+2. tm 2’+1) 


IJam(ou) = Jamu- 





nt 
(60.) cosam(l-+i)u. fam(l-+i)u = te mt 
Folglich wird zwischen der Wurzel und einer anderen derselben Glei- 
chung Öd die Beziehung bestehen: 

(61.) KE« ur | 
Lässt man y, die » Werthe durchlaufen, welche wir bei Gleichung (17.) 
angegeben haben, so stellen die zugehörigen 0, dieselben Wurzeln, nur in 
anderer Reihenfolge dar. 

Folglich kann man über die d gerade so gut summiren wie über 
die y und es wird: 
1+b,2+b,0° +. +2” 


z (2-2. 1=y: 2+1) ee IT, (14H ))- 


1-+Yn I1,1-+73) . - Fe 
Hieraus folgt die für jedes = gültige Gleichung: 
| 1+5,c+b,0° +... +2” 


(62.) (2—1)” z+1\’ (+1 \ c+1\, z+1\”) 
te) re 
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Also für e=0: 
II,A1-+y,) > 1-a,+9—--- +0. 


Zur Bestimmung dieser Constante wenden wir folgendes Verfahren an. Wir 
betrachten das Produet: 


Mananlg.)  (r=0,12%.., 27°) 


- 4K ; ER 
und setzen der Kürze halber w =a. Dann seim=g * (mod. oe) irgend 


eine reelle oder complexe ganze Zahl. Dann ist 


RE no 
II,sinam(mna) = Il,sinam(g * u) 


und auch 
p—1 


8 . . Ss [73 . 
sinam(g * u) =sinam(?.w) = t.sinama. 


Wir erhalten also 
p—1 


IIsinam (mnu) ji .‚IT,sinam(g'*".u). 


Ru: 
Die Zahlen g‘, d’*', .... g * gehören nun den früheren Zahlen des Pro- 
ducts, den durch die obigen r gegebenen an; die folgenden 


+1 E24 
4 4 4 


I,39 LE u | 
liefern #-mal den Factor ö vor das Zeichen sinamz, und so wird 


py—1 p—1 


we 
Il ,sinam(mnu) =i * Bi ‚II ,sinam (nu), 


oder 


6) 


(63.) I] sinam(mnu) = @"“".I],sinam (nu), 


(a — = 1, g: g, u. g vi ): 


Indem man dies auf 
a (1-Hi).sinamu 
sinam(l1-+o)u = - - 
( +i) cosamu.Jamu 
anwendet, findet man 
(64.) Ti) = Hör, 


Und auf 


2.sinamu.cosamu. Jamu 


sinam (2x) = ı 
(Zu) 1+sin’amu 


angewandt, ergiebt (63.) mit Hülfe von (64.) 
(68. I,A-+y}) um NEE 
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So erhält man also: 
1+4,+9%+--+a, = (a).(—- 1)", 


Ir (66.) . 3 . ti 
I1-a+09- ta, = Br, 
| Setzt man zur Abkürzung 
\ 7 re 3y Sind(i+s 
) L= N1,1-+y.) = 149”. , 
so wird endlich: 
d | 1+b,2+b, ER, 
Ä (67.) _ &—-Iiyr 1 (+ ) is ea = ei T4- a >? | \? 
[> L n z—1 u E$ A 
Diese Gleichung ist für die tz der lemniscatischen Functionen 
von hoher Bedeutung und ei» Hauptergebniss der vorliegenden Abhandlung. 
Mit Hülfe von (67.) können wir die b ganzzahlig und linear durch 
u _ +1 
die a ausdrücken; wenn wir durch x ersetzen, so werden die « ebenso 
ganzzahlig und linear durch die b ausgedrückt. Die b sind also ebenfalls 
ganze Zahlen. Ferner hat man allgemein: 
ur n l+r' s 
)- | cosam(1+i)u. Jam(1--)u = en x = siınam u. 


Daher: 


> 

1+cosam(1-+:i)u.dam(1- u 
— 2r' 

1—cosam(1-+ö)u. Jam(l1-H)u = ; 
1—r 


folglich, wenn man & =y, setzt und beiderseits die Producte über die » nimmt: 





J AN i l , 3: | 
7,A-+Y1-y/}) — ». —ü EN 
N I1.1—y:) 
(68.) i 
IT A1—V get Y.) — ar, fm Pa = I Hi) 
n(1—Yn 


Aus (41.) folgt 
(69.) N, 

Jetzt ergeben sich mit Hülfe von (58.) asene die Formeln: 

Fi) = e(llHi it 

PD = (-Iyd+rpmen, 

FÜ) = (-V/(MH+ jr gedtre 

F(-i) = (14H). d0#), 

Die Aufgabe der Multiplication ist durch die Hauptgleichung (67.) auf die 

Bestimmung der Funetion F(x) zurückgeführt. Hierdurch ist viel gewonnen. 

Die b sind kleiner als die a und zwar 


I 


b 





in dem sehr erheblichen Masse, als 
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die Coefficienten einer Function kleiner sind als die Coefficienten des Qua- 
drates, Ausserdem liefern die Gleichungen (70.) vier Beziehungen unter 
den d. Für die p=5, 9, 13 genügen diese drei Beziehungen völlig zur 
Lösung des Multiplicationsproblems. 

1. Beispiel. aoe= —1+2i, p =D. 

Es ist 1=2;5 (mod. oe); als primitive Wurzel nehmen wir 3 und 
finden ind(1+:)=2. Ferner ist 

F(x) = 1+b,0-+e. 
Wendet man nun die erste der Gleichungen (70.) an, so folgt alsbald 
1+5,+1= (1+9(-1423).0° =3-—i, bb =l-i. 

Und, da a=a,=o, so hat man augenblicklich 
+14) 
1+(—1+2)r° 
Die Fünftheilung der Lemniscate ergiebt sich hieraus wie folgt: Sei 


(71.) sinam(—1+ 2i)u = 


4 ——— 
Y1+2i = a+bi, 
wo a und b beide positiv sind, so ist 


’ 4K 4K 
sinam ——— = a—bi, cosam . -- Jam - =—1-i. 


- S 


Die reelle Fünftheilung ergiebt sich hieraus alsbald, indem man nach dem 


gr i 4K i i 
Additionstheorem sinam ( : +7) u. Ss. w. bestimmt. Man erhält: 


2K 2ab 


. — _ ° K 
sınam —— = .  sınam —— 
D a+b ’ D 


und in Zahlwerthen: 
= 1,176301, 5b = 0,3341622, 


‘) 


sinam = —= 0,5204705, sinam T- —= 0,9335176. 


Vermehrt man die Argumente um X, so findet man 


\ K Sa'b’—1 i 
sinam = gg 0,2620824, 
1—Sa?’b' 


sage = 0,7574303, 


i >K 
sinam —— = 


2. Beispiel. o=—3, p=N. 
Es istv=2, g=1-i, dann wird: 
gel-i, gsi yeldhi, e-—l, 


ge—lHi, yz-i, g=-l-i, g=1 (mod. -3). 









d 
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Demnach ind(1+)=3; und aus 
F(xz) = 1+b,2r+b,2°+b,e°+a* 

folgt mit Hülfe der Gleichungen (70.) 

2+2b,+b, = 6, 


2—-b, = 2. 
Daher 5, =2, ,=0. Die Hauptgleichung (67.) wird: 
8(1+2c+22°+2) = —a(c-+1)'+a, (2° —-1)’—- (2-1). 
Daraus folgt u =6, m = —2. | | 
(72.) sinam(—3u) = nn 


Bei der Theilung durch 3 erhält man aus (a?) = 0: 


yı=-3+2)3, 2% =—-3—273, 


und aus Fr) =VÜ: 
Y1-y!=-V3+1, Y1-4=V3+1. 


Um die Zuordnung zu den Argumenten zu finden, beachten wir, dass Yl—y/, 


also cosam. Jam eine negative Grösse ist. Das Argument liegt mithin im 


ü ; ' 4K SK "| 

zweiten oder dritten Quadranten, ist daher —.- oder —;—- Für ersteres ist 
13 .) 
y, positiv, für letzteres negativ. Wir finden demnach 
4 
4K Ä I 
Y, sınmam —- = Wise 3+2Y3. 
«) 


wenn wir der Wurzel ihren positiven Werth beilegen. Durch Gleichung (12.) 
selangt man leicht zu den weiteren Wurzeln, und es ist 
4 


. f .\ 4K ‘ ‘ 
„=sinam(1+)-;- =1-3—213, 


> 
«) 


wo die Wurzel so zu bestimmen ist, dass der reelle und der imaginäre 
Theil beide negativ werden. 
3. Beispiel: o=3-+2i, p= 19. 
al g=1l, 

Daher das System (mod. 13): 

a Sn tn N 

‚Ser Gm m Te ee 

ind(1+:) =ind(1+5) = 17. 

F(xz) = 1+b,2c+b,2°+b,0°+b,2*+ b,2°+ 2°. 
Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft 3. 29 
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Die Gleichungen (70.) ergeben: 

2+2b,+2b,+b, = —2—10i, 

2—2b,+2b,—b; = 2+ 2i, 

2b,-b, = —2+ 23i; 
daher 
b=—1-i, b,=-1-2, bb=—li, 
Die Hauptgleichung (67.) wird: 
161—-)(1+b,2+b,r°+b,0°+b,2*+b,2°+ €") 
= (2-1) -a (2-1 c+l) +02 -1)’(c+1)’-a,(c+1)°. 

Man findet 

a = —11-+10i = (—1440o, 

= T—- 4i= (1-20), 

= 53+ 2i=o. 
Es ist somit: 


(78) ie a ee ENT 
(73.) sinam(3-+2)u I+ - 140) + He + @H2)g" 


Ueber die Theilung wird weiter unten die Rede sein. 





4. Beispiel. oe=1+44i, p= 11. v=4, 9g=W. 
Zusammenstellung der Reste (mod. 17): 
10, 5, 14 4 69 
7, a an : To 
i=4, daher ind(1-H) = 1. 
Man findet 
Fi)=16—-4; F-V)=-4; Fiü)=4i. 
Hieraus folgt für 
F(@) = 14245, (ce +2 )+b,(@ +0) +b,(a +2’) + bye 
ohne Weiteres 
b,=2-—-2i, b,=2 b+b,=4. 


Zur völligen Bestimmung reichen die Gleichungen (70.) also nicht aus. 
Wir entnehmen den Werth von 5b, daher der Gleichung (35.) und finden 
b'=—2i, b,=4-+2i. Hieraus folgt dann 

a=12-20i, &=—-l10+28, = —20—12i, a,=1-+44i, 










1 
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und man hat: 


| sinam(a-+4wi) = 
(74.) 


' 2" +(12—-20:)2"’+(—10+28:)2’—- (2O+12)2? +1+4)r 
| 1+(12—20H)2* +(— 10 +28) 2’— (20 +1 )2 "+ 1+4)r" 























$ 8. 


Die völlige Bestimmung der Function F(x) erfordert » Beziehungen 
unter den Grössen b. Im vorigen Paragraphen haben wir drei dieser Be- 
ziehungen ermittelt und suchen nun die übrigen. Wir lösen dadureh mit 


Hülfe der Hauptgleichung (67.) das Multiplicationsproblem. 


Aus der Gleiehun: 


s (58.) leiten wir ab: 





++ lH) Hate N), 
(8.) 2 
- M,(c+2"— ). 
' | m y / 
Setzen wir nun @+27' = 2y, so erhält man die bekannten Gleichungen: 
sw » 4%: Ch wi .) 7 z n—2 
a2" = 2 n.2y 


n—k1)(n—k—2)...(n— +1) no nor 
mi 


2.3...h 4 


de)... 


Fe 1m. 


oder in umgekehrter Anordnung: 


2 2/2 2/2? (m 
52 u E u n(n—1) ,„ a; n(n’—1)(n’—4) | ' 
2” +27" = (—1) j2—2° — y’+2”. y’—2' L... 
er 2 97 234 ° 23456 IT 
(2n-+-1I)n(n-+1) - .(2n+1)n(n’—1)(n-+2) 
n+l | —ın—l __ \n)9 /* ' \ g3ien ! FF 1 / ) DI\- | / \ e J N | =) n 
I nr . (—1) ‚2(Zn+1l)y—-2 9 yra 2345 Y 
97 (2 +1)n(n’—1)(n’—4)n+3) -, I 
2 - nn u BR 
2.5.4.5.6.1 yn 


Mit Hülfe dieser Gleichungen können wir die linke Seite der Gleichung 
(19.) leicht umformen. Aus der rechten Seite wird 
Ir SR 
2’. II,(y— )h 
. Y1-7n 
wo y, die bekannten vr Werthe durchläuft. Aus 


(1 +i)sinamu 

cosama.Jamu = -—. re 
sinam(1-Hi)u 

leitet man, indem beiderseits die Producte genommen werden, mit Hülfe 


von (63.) ab 
(76.) L, = II, Y1-y} = 14H), 


in 
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Um nun zu einer Coeffiecientenvergleichung zu gelangen, müssen wir die- 


1 
— oder auch 
Yl-r 
Y1-y} sind. Hierzu bietet uns Gleichung (43.) das Mittel. Es ist, wie 
wir ebenda gesehen haben: 


jenige Gleichung bilden, deren Wurzeln die Grössen - 


. , 4hK zyY1—y! +7, Y1—e' 
©, = sinam( u4+ — -) AR hd bau 1 2 Br 
Q l+yi® 
Durch Zusammenfassung der vier conjugirten y, erhalten wir dann analog 


wie dort: 


(.) | Mr — o.sinam(ou). 


n durchläuft die bekannten vn Werthe. Führt man die kurze Be- 
zeichnung ein: | 
zii = PR, 
so erhält man aus (77.) 
v.sinam(gu) = c+4x(P,+P,x’+P,2°+---). 
Die Werthe der P sind durch die Potenzreihe (31.) bestimmt. Man hat: 


P,= ei p_ ei) p_ FA-IE-EN) 


. 8 W, 
4 0 ° 480 Er Su 


Es ist also: | 
z,/1-}=P,; Z,(11-Yı)=r-2,Y%, 
3,(/1-y) = P-P,, u. 8 w. 

Hieraus kann man die gesuchte Gleichung bilden. Man findet: 


Ze. e’—1 EEE. 
Re ee FE ‚ 


(o’—1)(o'+60’+225—40p) 3 
= 1930 Kar. 


Andererseits findet man durch die soeben bemerkte Umformung: 


(78.) 








we 
2.77," I a b,—2b, »+2b,_.— 
Y1-;i 


-} Sy’(b,_3— 9b,_s+ 14b,_,— 30b,_o+ 25 ) 
+16y’(b,_—65,_+20b,_—)+ 
Durch Vergleichung mit (78.) ergeben sich Beziehungen unter den b, welche 
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e- N den Gleichungen (70.) entsprechen. Wir setzen 
ch 5 L, Zus (1.9, 1-1), 
Ä dann ist: 
1e ut 
b,_,— 5b, + Hab, EN ER 1 x L,- ® . 
Z 2 4 
Ba ME ) Fr 
7° +6b0°—+-Sp—15 
a} b,_—4b,_, + Ib, Vie Ge a -L»- . | - an a u 
(79.) 36 
E > | o°—1)(o!-+60°-++225—-40p) 
08 | Er Pl 
. 2 ligaiad > De 1920 
u. 8. w. 
Um also die 5 praktisch zu berechnen, entnehmen wir den Gleichungen 
(35.) die Werthe der ersten sieben, wenden dann die Gleichungen (70.) und 
Ä i dv. 
C- 


endlich die Gleichungen (79.) an. Die aufgeschriebenen wenigen Formeln 
setzen uns in den Stand, bis zu p=53 herauf die Rechnungen vollständig 
durchzuführen. 


Ördnet man Gleichung (75.) in anderer Folge, so erhält man: 


2.y’+b,.2"y’+(b,—r)2? y’+lb—(r—1)b,)2” ie 


ON 
} 


' 4 v(v—3) Dr +... vr —4 ı 
+(b,—b,0—2)+ 12 )2 Yy pres. 
s0.' . — iR \(y k-. . 
( ) + +(b, 5,0 k+2) u: (» k+4)(1 +1) ) 2) ky’ Ks 


1.2 F 


l 
..ı — 2.1, y— . 
\ Y1—y} ) 


Setzen wir die b als bekannt voraus, so liefert uns (80.) interessante Be- 





ie . . ' REN | y. 

ziehungen für die symmetrischen Funetionen der Grössen —— Wir er- 
Ni yn 

wähnen nur: 


een a_ var, 
(81.) > « 3 ie ER >3 ne Mn 
Aus der Hauptgleichung (67.) kann man noch eine Gleichung für die a 
allein ableiten. Der Einfachheit wegen ziehen wir nachstehende Entwick- 
lung vor. Man erhält aus Gleichung (61.) 


2 


Ho 14 


1—y' 
Die 7 wie auch die d sind Wurzeln der Gleichung 


- 00 —t— 
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Ersetzen wir x durch die Unbekannte y, wo 1-a@*=y’, so erhalten wir 
eine Gleichung y(1—y’) = 0. Diese ist nöcht örreduetibel. Denn sie ist nichts 
anderes als das Product: 

IT, y—Vi-y}).7,(y+V1-y}) 
Wenn wir nun die y durch Öd ersetzen, so erhalten wir die Gleichung 

n,* — 

ee T,y—-1-(y+Dy)-I,(y+1-y-Dy,) = 0. 
Folglich ist 


1y ii 
(82) an) 


Hieraus leitet man ab: 


. 43 
(83.) pl : ) 
2 (3—1)’ 
Zur Erinnerung: 
y() = C+al” 
Ausgeschrieben lautet Gleichung 83) 
(—1)’(2’+a,3”"+a,3’°+-- 
(84.) = 4’,3’—a,.4’"(1—-2).3’""+a,.4°°(1—2)'3’ 
-+a,_,.4(1-3)”".zto(l—-2)”. 
Durch Vergleiehung der Coefficienten erhält man Gleiehungen, welche die 





a bestimmen könnten. Sie lauten: 


-2vo—da,_, = oa, +ta,_,, 
2v(2v—1) 


) 


-o+4(2v—2)a,_,+16a,_; = 0%+4,4,_,74,_ 
= 2. Br: a +6. ge ’4,—20.(—-4)”.a 


+(—1)’- eher u m o-+a,_,+"+a+1. 





Diese Gleichungen genügen zur Bestimmung sämmtlicher a, wenn die ersten 
4, Ay, ..., A,, bekannt sind, in eindeutiger Weise. Sucht man aus den n 
Gleichungen (85.) die » unbekannten a zu berechnen, so findet man eine 
Reihe Nebenlösungen *). Beachtet man aber, dass die a sämmtlich den Factor 
o haben, so kann man eine heihe von CGongruenzen ersten Grades aufstellen, 
welche vollständig lösbar sind. Diese Uongruenzen bilden die Ueberleitung 
zu unserer T'heorie der Division der lemniscatischen Funetion. Auch kann 
man aus der Funetionalgieichung (83.) sehr interessante Folgerungen ziehen. 
Hierüber soll der folgende Paragraph handeln. 


*) Vergl. die Bemerkung S.204, unten. Die Nebenlösungen sind Producte von Grössen g. 








C 


N 


n 


18 


im 
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$ 9. 

Man kann sinama in eine Potenzreihe nach a verwandeln, welche 
die Potenzen u, a, w’ u. s. w. allein enthält. Setzt man für x ein ox, so 
erhält man nach einer schon von Eisenstein in der erwähnten Abhandlung 
angewandten Schreibweise: 

(86.) -sinamou = a (mol. 0°). 
Q 
Setzen wir nun für sinamoa und für « ihre Werthe in den = ein, so wird 


1 1.3.5...(2k—1) 


1 arta,2P"+-- +0r 


| 2 — 
o 1+a2° +--+ox! 


< 


+k +1 / +\ 
T (mod, 0). 


4 k 


I) 


Wir entfernen den Nenner durch Multiplieation und bestimmen den Üoeffti- 
eienten von x’ im Produete. Die mit a, a, u. s. w. multiplieirten "Theile 
haben den Factor o, der mit 1 multiplieirte hat den Divisor p = 0.0. Mul- 
tiplieiren wir also mit p, so entsteht die Congruenz: 


36",) 1.3.5...(27—1) = 2.4.6...(2r).o (mod. o°). 
) / \ ) N \ ie 
! p—] 
pet, 9 
Dureh Fortsetzung dieser Schlussweise erhält man leicht 
ee ' Bone 1.3.9...(är—1) | 
», : i v ’ ut N 
* Pa e % ( 0 ® I. 
(86'.) (4r-+1) r 2.4.6... Er) (mod. 0) 


Setzt man nun a,_,= o.a,_,+e°’a,_, in die ursprüngliche Congruenz (86.) 
ein, so kann man a, _,„ ebenso bestimmen. Durch solche Methoden kann man 
endlich sämmtliche a, abgesehen von Vielfachen von o*, erhalten. 
Jetzt gehen wir zu den Folgerungen aus der Funetionalgleiehung 
(83.) über. Es ist nach obiger Erklärung von p und nach Gleichung (18.) 
(87,) sinam(ou) 4(%) | 


sinamu i ( | ’ 
2r.g 


wenn 3= x, cz =sinama. Diese Gleichung gilt für jedes o, welches die 
vorgeschriebene Form der primären ecomplexen Zahlen hat: oe = 4n+1-4ni 


oder og = d4n-+3-+(2n’+2)i, mag 0 eine Primzahl sein oder zusammengesetzt. 


7 R \ . a A . g—1 n 
Nun sei 7 irgend eine Primzahl mit der Norm g=n.n', u = — Ferner 
sei g eine primitice Wurzel (mod. n) und 
g—1 
4g'.K 
0, = sinam g* =i (mod.n). 


N 
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Dann ist 
4% _,(A+08, 
G-1" \ 1-6; N 
Mithin erhalten wir durch Multiplieation von (83.) und (87.) 
vi 4\?y Ö, .n 
in AI). pdzrmaı+)) = nn -p' (07). 


r+ind 0 


+ a’. 4g’t ind(1+i), K 
) —= sn am —— 


 — EN (1-H)* 


Lässt man nun r die « Werthe durchlaufen 
m SE m Gr | 
und bildet das Product aus allen, so wird aus Gründen, die wir oben bei 
Gleichung (63.) entwickelten, und nach Gleichung (64.) 
9—1 
IIö arme qind A IId,, IT1-—0}) — (109, (14 i) 2 


und darum mit Hülfe von (87°) 


r-+indo 
5 


gl pl 
(88.) TI,p() = i"e.(1+i) ’ Pe 
Eine ähnliche Gleichung besteht nach (87.) und (88.) für 3. -) = x(2). 
Für g=5 Ist: 
(89.) p(1-2i) = (—4).i, o=i* (mod. (—1+2i)). 
Also der Werth der Funetion p für eine lemniscatische Wurzelgrösse Y1—2i kann 
sofort angegeben werden. Jedes y als Wurzel der Gleichung g(x*) = 0 
kann durch ein beliebiges anderes rational ausgedrückt werden, wenn o 
Primzahl ist. Sei nun „= %(y,), und bringen wir 9(y,), dessen Nenner 
eine Grösse % ist, durch Multiplieation mit den conjugirten Grössen in die 
rationale Form, so wird der Nenner ein Product aus Grössen z, hat also den 
Werth einer Potenz von 1-Hi. Diesen Satz hat Eisenstein in seiner Abhand- 
lung (Bd. 39, 8. 229 Fussnote) ohne Beweis mitgetheilt. 
Die Function y soll künftig, wenn sie sich auf den Multiplicator o 
bezieht, durch g, bezeichnet werden. Nun ist, wenn go Primzahl: 
11,9,(07) = 11,075) = -D"’.I,9,07). 
Wenden wir also nun Gleichung (88.) an, so folgt für oe = g""* (mod. n); 
nz gg, " (mod. e) 
p—1  g-1 
ee N 
Dies ist aber das biquadratische Reciprocitätsgesetz. 
Wir wenden jetzt die Gleichung (87°) wiederholt an und zwar für 
r = 0, ind(1-+), 2ind(1-+i), u. s. w., bis wir auf ein Vielfaches von u = —- 


.. ° . —1 . . 5 
stossen. Der grösste gemeinsame Thheiler von 7 1 und ind(1-+:) sei Q. 
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Dann gehen wir bis zu 
g—1 
a 
40 
Wir haben also die Gleichungen: 


AND Ö rn 
(1-05)”.p(dhac+n) =,5 | 9? (08), 


4 2 4 ind (1-+i) > 4 \ 
(1 Onacı+) P(Onati+n) _ +4 (( 


2 Ö \“"ind(1-+:i)/% 
ind (1-+:) + indo 


‚el 5 
4 \2y 4 (!—1)ind (1-+i) 2/14 
(1-dt, -1) ind (1-+i) ".p(ÖE macı+9) er n, (OK. ind di+n)» 
(—1)ind(I+4) +indo 
Da 
g—1 ind(1-+E) ind(1+4n) 
. ” ind(1-+: 
S FR ie e .K or 
Or.indgi+) = SINam 7 , u 
Mr | ist, so haben wir eine Reihe von Gleichungen: 
). 5 
= A, Beh, u Bm AN, 
vor uns und finden: 
( f a\r2t—1 en ) Öct—r)ina(14i)+inde / \4 MR ib 
1m (90.) 1p,(90)} zen IT; 5 (A—It,-Ainatızn) \ 
0 O(t—r) ind(1-+i) 
z vl 2... 
10 aaa nn ’ " u) une, 
Dies ist, wie sich zeigen wird, eine sehr wichtige Gleichung. Im Allgemeinen 
ner 
\; wird die Potenz 
die 
M = 2’—1 
den 
“ sehr hoch und darum für unsere Untersuchungen glücklicherweise nicht 
| störend. Nur für n„=-3, wo &=-3+2/3 und = -3-2y3, it M=3 
vo | von Einfluss; denn die dritte Wurzel der Einheit gehört mit diesen Zahlen 
0* zu demselben Rationalitätsbereich. Man findet für Primzahlen von der 
Form 12r+1 und 12n-+7 =>9; 
n\ 1 3 9,P-1 
. r 21 Ir ‘lindo N I\ : ON 
1 p(-3+273) = #ie(14Y3) ? (1473) 9, 
für Primzahlen von der Form 12»+5 und 12n-+11 dagegen 
| p—? ‚„p-? 
r ‘ ‘ »! (indo f . ‘ - IN 
p(—3+213) = Aid IHS(L+HV3) ? 1473) 9, 
für 2 ) 
ar“ wo J eine durch die Congruenz g(—3+2V3) = 1 (mod. o) bestimmbare Wurzel 
m | der Gleichung 9°=1 ist; indo versteht sich (mod. 3). 
0. Zur allgemeinen Behandlung der Gleichung (90.) führen wir jetzt 
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eine Resolvente »® ein, wie folgt. 
Man kann daher immer der Gleichung 


und ._—. — f relative Primzahlen. 
40 
—1 


genügen 
,+mindl+Ö)-+n: — 


(91.) 


wo A<Q. 
Nun betrachten wir die Grösse: 
dd nt-2 
Öinag ö Öina 9-+ind (1+:) FR Öina 04 (t -1) ind (14 i) 
Ojnd o+t.ind(1+i) 


—?2 
‚t—2 


_—— 


indo = 


V, j- at 
Öina e+ind(1-+i) Öina o+2ind (1-+i) 
Denn 


Es ist klar, dass es auf die Zahl » in (91.) gar nicht ankommt. 


durch ihre Hinzufügung bekommt nur jedes d eine Potenz von ö als Mul- 
Man hat daher ebenso allgemein 


9t—r 


0,4 (m+r—1)ind (1 + i) 


t 
Von ur. II. at—r 
. Ö; +(m+r)ind(1-+i) 


tiplicator, die sich also weghebt. 


(92.) 


Vermehren wir m um £, so tritt im Zähler und Nenner jedes Bruches deı 


ind (1-+i) 
Factor © °? hinzu. Also: 
WW, m+i = © 


Durch theilweise Aufhebung findet man 
ind (1-Hi) 


Q 
t—1 ot—r—1 


(93.) m > 
II; Om +r)ind(1+:i) 


u 
Ä+mind (1+:) 


Ferner zeigt man leicht (MN = 2'—1): 
>F ( Ölrtmindli+i) e; 


WW) ,m 
Ö, +(m+1)ind(1+:) 


(94.) W},,m+1 


Hieraus folgt durch Multiplieation 
W)1* Wi,2 '... W},m 


W;,0.Wi1-- .W) m—1 
W) m #% 5 Ö, “ 


wu rien 


) Öl+mind(14:) 
d; 


M 
# 


(95.) W000, di 
ind(1+:) 


Für m=t also 
(96.) VIPRIELUTRURELT PERE Eu Bu 


Ferner erhält man 
4 am 
1 _ Mrm _ Tg rm) 
; ! ©, 4 (m-r—1) ind (14) 


2) 
(),m A,m—1 ..m—?2 
2 4 r Er n 9m 
[79] - 2 

).m—1 Ar 2.0 0 ” 


E 


m—? 








ng 


er 
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Daher 
Ö; i M m—]1 Ö; - ı 1y2r l 

07 WW ll \ A+mind(1-+:i) ) . \ ,H+lın r)ind(1+:) p° s In 
° . 2. N u \ \ ® II: \ WW; ı)* 

lt 1 ) 1) ’ l 

\ O),4+(m—r) ind (1-+i) 
(98.) 0,0 = Ar! d Er 
1 4 


jetrachten wir nun Gleichung (90.) und zwar zunächst den Factor, dessen 
Index (—r)ind(1+ö)-+inde ist. Derselbe giebt Veranlassung zur Entstehung 
des Produets: 


Ö, ind 1-+4)-Finde»Oe-2)inacı+i)4 maps na 
Dies ist nichts anderes als 
ind(1-+:i) 
1 ALL 
a 2 ‚WM 
W; tv Önao: 
in 


Ferner ist 


1-0, . (1 3)" Ött—r) ind (1-43) 
(-r)ind(14 u vw, "72 i 
r)ind( i) / (077 r+1)ind(1+i) 


Daher wird der betreffende Factor einfach (1+i)”".w},, und so erhält man 





endlich 
N Pr Önndo „ (1 
9, = Her (me). 
(99.) ia, 
. Aginde,K . 4oK 
Oi, u sınam — sın am > a 7 N rn ’E 00 — pP: 
N N 
p braucht nicht Primzahl zu sein. M=2'—-1, Q grösster gemeinschaftlicher 


Ta: a g—] g—1 
l’'heiler v (1-+:) : 1 — 
eiler von ind(1-+:) und 4 40 
Zur Ableitung unserer weiteren Resultate kommt allein der einfachste 


Fall in Betracht, =0. Für diesen Fall haben wir die Gleichungen: 





j ; I-+:)x s u. l-+i)’x 
x = sinama, sinam(1-+.)u -\ 1 ? „, sinam(l+.)u = \ IT. 
Yyil—-x r® 
h | [+ö)’e(I+z° 
(100.) sinam(1+.).u = ’ an ) Y1—e‘, 
ı 253 : N D ww ® 

ki en (1-+t) z(1+2')(1—br x") j nn 
sinam(1+:)'u = 14 200° 962° 02 7 yYl—-r‘, us w. 


Hieraus leitet man ab: 


6 IH 3.04, _ AH 1 
a’ % 1% yı-&’ 
BAR... (1) 1 
(101.) 5% Ars)A-69, +4) Yı-ö’ 
un: | (A409 ER. 
0. a4 8)(1-695+65)(1+2005— 260, +200,°405°) YI— 9: 
u..8._W. 





30* 
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In diesen Formeln haben wir kurz d,, statt Ö,nac4n geschrieben. Jetzt 
führen wir die Grössen ? ein durch die Gleichungen: 
d,=1, D,=1+44, #,= 1-64, D,= 14200°- 260°4+200° 40", 
u. 8 w. 


Dieselben gehen jede aus der vorhergehenden dadurch hervor, dass d* durch 


4 


 (1-6°% 


Funetionalgleichung*): 
(102.) al) = A) 


Diese 2 leisten die fortgesetzte Multiplieation mit 1+i. So ist: 


A+9".0.B,.B,...Pn-ı 
P 


ersetzt und dann der Nenner fortgeschafft wird, also durch die 


FW . 
.Yy1-0*, Öd=sinamu. 


(103.) sinam(1+ 0)" u 


Ferner ist 
Q gm—2_4 IM_m—1 
(104 ) Öm—1)indl14 9: Im 2 indlt+0) +++ Pina lı A (+ i) FIRE TIER 1 
+ a P .P,.P,...Pu-ı y1l-0' 


Nehmen wir jetzt wieder d als lemniscatische Wurzel, also 


\ . 4 "K 
Öd. = sinam- e 


so wird 
ind(1-+i) 
’ 4 r+tind(1+4i), K R-- + 
sinam(1-+- ji. _—/ 7 — ginam-— a er u 


r 


Mithin verwandelt sich ER in: 
ind(14#) 


(105.) 2(dN) = War, .(1+).D, (85). 2;(5)...D._1(00). Y1-d 
Nun hatten wir (93.) 


ind (I). PP 


wa: Hu257 TER 0 
t—2 ’ 


Di Kun 
u 1)ind(1+:) » ÖL ?)ind(I1-+i) » ne 


daher 

ind (1-i) 4 4 4 
_ lH) SB (°).B,(0°)...B,_1(ö! 
a RO, BES. ya 
(1-+i)? —t—1 , 
also | 


CE) B,(} = AH)". @yu. 


x) Blebiliite (102.) gilt nur für m = 3, Gleichung (103.) nur für mZ2. Man 


hätte diesen Uebelstand durch die Annahmen ®$, = y1—6', &, = 1 vermeiden können. 
Man kann durch letztgenannte Festsetzungen sogar zu ® mit negativem Index gelangen. 
Aber auch die Schreibweise des Textes bietet manche Vortheile. 
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Ebenso leitet man ab aus (97.) mit Hülfe von (103.) und (104.): 


: / 
a P/ (0,) 
. (10%.) Dumm = 5 | S, Y 
| (1+)®,(9,)) 

Setzen wir die gefundenen Werthe in Gleichung (99.) ein. so wird erhalten: 
h (108.) Ip, (0) = AH)" \p, (0). D,(08)...D, (yet 
e | wo m und » duch 

indo = mind (14+)+n-- — (mod. (g—1)) 
oder 
oe = (1+0)”.i" (mod. nr) 
bestimmt werden. Diese Gleichung bedarf einer Ergänzung für den Fall 
m—= 1. In diesem Falle erhält man leicht 
(108°.) 9.) = (AH). (N), 
oe = (14Ni" (mod. n). 

Mit Hülfe der Formeln (108.) und (108°) sind wir nun im Stande, in uner- 

schöpflicher Fülle Multiplieationstheoreme aufzustellen. Wir beginnen so- 

fort mit einem Beispiele. 

Sei 

"+10; m =4 n=1; 
= —n+ li, m =2, m=B3; 


= n+1l4WDi,; m=3 n=1; 


- 


9, =—n+l1l+H) ; m, =2 n=!(. 
Dann ist, indem wir die eonjugirten Zahlen durch Accentuirung bezeichnen, 
wie früher, 
0, 0-2" = g4+ 4m); 90-2" = 4-24) 7-2 -M)n: 
9.92" =g-2 (tn); 99-2" = g+2iln—n)). 
Also ist, da p, = 0,.0, U. 8. w., 
pı—- 2" +m— 2" = Ps— 2" Pı u, 
Folglich mit Weglassung des Arguments d}: 


EEE. Ze Po,-%o, 
an (1+Hijmtm stm. D, -P,.P,.®P, (1 +Hiymotmu, stm, P,.P,.P 


n. | Daher ist klar, dass 


FL wre, „A-HA-69°4+).p,_,_ 4% n+2i 
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für 0, verschwindet. Da nun die Gleichung %,(0") = 0 irreduetibel ist, 
so folgt, dass jener Ausdruck für alle Wurzeln dieser Gleichung verschwindet. 
also durch , theilbar ist. Um den Multiplieator aufzufinden, beachten wir, 
dass a,=o, also das von d unabhängige Glied, wenn wir nach Potenzen 
von d* entwickeln, sein wird 
(n—-L#)—-n+2)—-(l-)n—-2—- 2%) —n+2%) = d(—n+2 +4). 
Ich behaupte nun, dass der fragliche Multiplicator nichts anderes ist als 
P_,32+4, Oder dass die Gleichung besteht: 
. » ‘+ \S . 
(109.) 9,4 „.(l-DA-—60°%40 )Pn_2-2 P-nr2 = 5-9 P—_nr24W 
Zunächst steigen alle drei Producte an zur Potenz 
277 —-(2-+4)7—(2—4)n+18. 
Ks bleibt also nur zu zeigen, dass 
. » 4 \S ı 
A-HA-—60°'+4°).p,_2.- Pati pr Para 
theilbar ist durch 9,_, und Q_,;. Um das erstere nachzuweisen, ersetzen 
wir 7—4i durch 7. Dann ist zu beweisen, dass 
. » \t VS . 
(A-)(1—60 7 ).Y n—:1 + P_ n- vtt.Y 4 4 f n+2 
theilbar ist durch ,. Dies gelingt durch (108.), ganz wie vorhin; 

[ ı > | 35, ’ = VA ’ | 2, 
n—2+2i=n+(l1+0; —n—-i = —n+(l+Hii; 
„+&i=n+ll4e; —n+2 = —n+ HE. 

Wir setzen hier wieder voraus, dass 7 Primzahl sei: aber diese Annahme 
trifft sicher unzählige Male in der Zahlenreihe zu, woraus Allgemeingültig- 
keit folgt. Ebenso folgt die 'Theilbarkeit dureh $_,,., und damit ist (109.) 
allgemein bewiesen. Als Beispiel nehmen wir n=1 und finden: 
. » 04 \S N » 
ee (1—-)(1—60 +0 )P_1-- Put -Pıra 
Ebenso für n = —1+2%: 
. : » 14 8 
P_1 PB Pp_4 Pr = AHA 654 0N).p_; 


Diese Gleichungen sind leicht als richtig zu bestätigen. Wir haben näm- 


lich bereits (Gleichung 72ff.) die betreffenden Ausdrücke gefunden. Zur 
Erinnerung: g,(d*) ist der Zähler des Ausdrucks sinam(7x), nach Abtrennung 


des Faetors d = sinama: 
p_ nal —1+2%, 9, = +63, 
Paz = MH - 1141047 H)N+3+ 25, 
Pin = "+2 20)" +(— 10 +28) (20 +12) 0° 








St, 
ir, 


N 


Is 


1e 


en 
° 
\ 

N 


ur 


10° 
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Genau wie (109.) kann man ferner ableiten: 


(ent); ent; 8 =en+ll4ti= 
) Pr: Pr4-u—2 (1 +200—-260°-200"°-1 I) .@p, 
Hieraus leitet man ab für „= —1+410i, g = 101, 


(110.) 


P_546:- Ps —2P;. P_146 + P_14m- Pia = 0 
und für n=5-+4;, 
Po—2P,.p5+ Para P; = 0. 
Dureh die Annahmen: 


“) 


0, =n+ ll; 
ergiebt sich 
‘ | EN 2 2 ! 
Al) Para Pa 2 NN. rat pp = 0. 
Hieraus leitet man ab: 


P3+2:P_14u— 2 (14 N’ y at Ya = 0, 
p_3— 2 (1+ 0°)’ Pan = NV, 
(142. Pu —2(1 HN G_,+Y Pan > 0), 
Ppı--P 3-42 (14) put Ya: YfÜn =, 
p— 2(14 I’? + 9,2.:.9_, = 0. 


Dureh die Annahmen: 


en I N 2, ui: \4 3, vr. I .N\3 3 
Sn trtlmgi,; &=en+ ld; =, = ++): 


ergiebt sich 


(112.) P+3- Ps — 2 (1-— Een DZ 2 Pe Pnrsra 
Hieraus folgt 


ı 


P-344— 2 (1— 60° + I°)’ p- 14 rt Pp-3-Pıru = (0, 
P_1-6:P_5-4—- 2 (1 60*+ Op, ty ie u, =, 
P3-3-P_-144+ $3 + P-ı-: > 2 (1— 60° + IP), 


fs-Pıru—2(1-60*%4 O°)’ 5 atgıu = 0. 
Die Annahme 


7 —4ı Y 7 ’ Yf 7 ef) 


Bent lHi)i; 9, =, =—r} 1+0) 


Mentrltd; EntlH B=a=nit+lltge 


liefert mit Hülfe von (108°) | 


P_-n+2 P-n+2 + 2 (1-0) Pi 1 tr pP, = 0. 
Hierfür die Bestätigungen: 


P_ı42t 2 (1— *) + Y_ı-2 = 0, p_4+ 2 (1— Ö*) p_, ıTtp_ + PP _, = 


== U, 
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Mit Hülfe der hier aufgeschriebenen wenigen Formeln erhalten wir schöne 
Lösungen des Multiplieationsproblems für die Zahlen —3, 3+2, 1+44;, 
—3+4, 5, —9+2, —1—6i, 5+4, —5—6i; für —7 mag erwähnt werden 

f 7—2P,.p3+9 344 P_3-4 0 
und für 346 

Pr P-140— (1 60° IN) Pirut P_42- Pro = V. 
Man könnte sich in der 'T'hat die Aufgabe stellen, eine Zusammenstellung 
der einfachsten Formeln für die Primzahlen des ersten Tausend anzufertigen. 
Zum Schlusse wollen wir noch erwähnen, dass die von uns be- 
sonders behandelte Klasse von Formeln keineswegs die einzig vorhandene ist. 
So findet man für „= 3-+2i 
1-3 =i1 ++ I+Hdi; l-i=i Er DHL. 
Folglich mit Hülfe von (108.) und (108°) 
pa = (14.0 (1-60*+ 0°), 
9a = (1497.87 1-09)’ (1— 60° 0°). 

Ferner ergiebt sich aus (105.) 

1—- 60° 0° = il+ö’(L+HIN)Y1- d*, 
Hieraus folgt, dass 

GP, + (+0) A I)1+0*) 
durch ;,; theilbar sein muss, indem die Herausziehung der siebenten Wur- 
zel gelingt. In der That ist 

gu = HIHI), 
Durch ähnliche Schlüsse erhält man für den folgenden Fall, wo die Heraus- 
ziehung der l5ten Wurzel gelingt, 
Pıaru = (-14+2) (1-2) + (1) (1 IN’(1+ 0°). 
Im nächsten Falle „= —59+2i habe ich vergebens nach einer analogen 
Beziehung gesucht”). Für 7 = —1+4-68 ist 
P-1- si p° 1441" P 146: pP, y (1+ o)"(l- - IH (I4+ I’ (1— 60% 0° y 


Indess genügen die beiden vorgeführten Beispiele, um zu zeigen, dass Be- 


*) Es findet sich dagegen für diese Primzahl: 
1.9 _5; st 4_3+4:-f-ı-a = (1 + )P,.%-ı Hi-P—3- 
Auch mögen hier noch erwähnt werden: 
1.95 si + 4%5-fı-si = (1 7 ı)P; -Pı-4-P5 4 für q = Ss) 
und 


1.044 + 99.9144 = (l+V)P5.95.%5 34 für ee: 








el 
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ziehungen, und vielleicht sehr einfache, vorhanden sind abseits von unserem 
Wege. Es war auch nicht Absicht unserer Abhandlung, alle unter den 4 
vorhandenen Gleichungen anzugeben. 

Wie schon bemerkt wurde, ist für die Zerlegung der lemniscatischen 
Gleichungen ein System von Congruenzen bemerkenswerth. Indess sind 
auch andere Methoden für diese Aufgabe von Wichtigkeit, welehe mit den 
in dieser Arbeit mitgetheilten zusammenhängen. Ich gedenke meine dahin 
sehenden Untersuchungen baldigst zu veröffentlichen und erlaube mir schon 
jetzt, nachstehende Zahlenbeispiele meinem vorliegenden Aufsatze beizufügen. 


Beilaee, 
Wir theilen schliesslich die nachstehenden Zahlenbeispiele mit, welche 
nach unseren Methoden berechnet sind. 
1) p=13, e=3+2i. 
Die Gleichung der a lautet: 


ga)=0, ze +(-1141Nd) HT K)er+3+Ui 0. 


Dieselbe zerlegt sich in zwei Gleichungen, deren eine ist: 
+2 —-HVor’+or+iVo =, 


und diese in zwei. deren eine: 


! t 4 


e+8.VYo’’+EYor+e)o = 0, 
woe=i. 
2) p=- 17, oe= 144. 
pa) = 2" +(12 20) 2 +10 +28) (20 +12) +14 = 0. 
Die erste Zerlegung ergiebt 
x +(6—-10i -6iVo)r +94+2i+(4— 2) o 0, 
die zweite Zerlegung: 
4 
= = (l+H)e+3iVo+YVeol—1+4+(1+2)Vo), 
vergl. dieses Journal Bd. 75, S. 260 die Abhandlung von Kiepert. 
3) p=23,0=). 
Man findet: 
,=2, b=—4 b6=-W, 5,=, = —4, = —8: 
.=W, = —-15 4,30 „= -105, «= —-62 =D. 
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N) p=2d, 0 =—-I-+l. 
-2(1-ü), b,=2(lH), = —2(3-+i), 
—5, b,=—-4lHi), = —l12(1-+i). 
— —46+28, ,=59-12, a, = 12+184, 
= — 89-248, a,=2+44, ,=—3+%. 
—D+28. 
b,=—1+2di, b,=4d—8, b5,=1-6i, 
‚=1+5, b,=15+12, b,=8+16i. 
ww 1— Ii= -—oi 5-12), 
= b5+1ldi= —c 1+-30:), 
a, = —1835+59&: = ( 59— 565), 
a,= 459-520 = e(—-115+58), 
a, = —-325+246i = o( 13-20), 
= — 13- WKi= ol —5+1K), 
=. 
Primitive Wurzel g = 10 liefert = 17 und 
10, 13, ‚24, 
25, 18. 
19, 16, 
3 BB 8, 
ind(1-+i) = 9. 


Die erste Zerlegung ergiebt: 


./41 109° 12 , . ’ en, ' 2 An 
ti 1+2i)Yoaz”’+(—1+H)or" +3(44+ MH) Voer—(+2i)or 


+(—-6+0)Vox-+ oX Hilo =. 
Die zweite: 
4 # F 
2-2 Ver -3E Ve 34) Vo —ero 
. 4 1 _® 
— (1+2)er] e+1-2)Ee ale +eV oe=(). 
6) p= 37, oe = —-1+6i. 
Es wird: 
b,=1-3, b,=5, = —-44H123, b5=8i, = —12+20:, 
b. — + 40r, b- =— 20 + 4i, b» — 2—16i, bu = 35 —18. 
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= 874 Werl YRSITE, 
a, = — 284— 368 = o(— 52+ 560), 
4 = — 952+2600 =o( 436-+ 16%), 
a,= — 546-3088 = 0(—486 +1725), 
= 3682+ 99i=ol 62-624), 
a, = —3372— 784 = 0(— 364568), 
= 860+ 16&5 =o( 4-14), 
G; = 105— 112: =0o(— 21— 14), 
dy =d0. 
i=31, prim. Wurzel 9g=2, ind(1+)=5. 
Die beiden Zerlegungsgleichungen sind: 
a4) Yo+ +) Er. +20 1-2)’ Yo+(—10-+16)r"o 
+20 +26) Yo—Lr’o --ArVo— (142)r’o- ;) U, 
+22 Yo +2) Vo’— Hero — (442) wo 
i Ä 
OH) Yo + 10 +) Vor there Vo +rotEeVo =. 
en —. 
”) p=-4l, oe =5-+4:i. 
Hier ergiebt sich: 


b=—2-23, b=—2—6bi, b5,=6b-18&, b,=—-3—8, b, = 16 —8i, 
= 244401 b,= 24, bG=—14440i, = --20+436:, b, 76-36i. 

a = — 130- 6: =o(— 10-+ 20%), 

= 2094 Biol 39- 16), 

4; = — 9%2+ 3968 =o( 232-4 928), 

a, =  930--13360i = e(-—-1190-—1720i), 

a, = —2412+11912: = o( 868-+1688%), 

= 986 — 3336: = o(— 254— 464), 


a = 2824+ 8lGi=ol 424— 1761), 


a; = —2243+ 272 = o(— 2474 25%), 


= 158- 28: = o( 22— 12), 
= D- =o. 


=9, g=11l, ind(1+s) = 16. 


24) Schwering, Multiplication der lemniscatischen Function sinamu. 


Die Zerlegungsgleichungen sind: 
2” +0,02" +0,00 +0,00°+0,02°+0,0 
+ Vola” +," +2 +mE te) = 0, 
wo 
a, = — 5+1li, m; =2-8, = 6+ 4, = 1-4, 5 =-1l+2i, 
= —20 +20, ,=8-, = 16-16, me —dHß, Aus 4. 


Ferner: 


"+ [+5 VE+l+ 30 Ve] +—2+4) Ve.’ 


[AB VE + AHV GEH +2 Ve) HH Hd VE+A-HVE] = 











Zur Theorie der linearen Formen. 
(Von Herrn K. Hensel.) 


In einer im nächsten Bande dieses Journals erscheinenden Arbeit 
wird der Nachweis geführt werden, dass die Fundamentalaufgabe der Theorie 
der algebraischen Funetionen einer Variablen, nämlich die Aufgabe, alle 
ganzen algebraischen Funetionen aufzustellen, auf ein einfacheres Problem 
zurückgeführt werden kann, welches sich in seiner allgemeinsten Form 
folgendermassen aussprechen lässt: 

Es seien: 
| A, = 4, % +: +a,, u, 
(1.) 


\ ° . 
| A, = 4,1% +: +a „U, 


7 


m homogene lineare Funetionen der Unbestimmten #,,.... #,, deren 

Coeffiecienten a, entweder rationale Zahlen oder rationale Fune- 

tionen einer Variablen x sein mögen. Es sollen “, ..., #, in 

der allgemeinsten Weise als ganze Zahlen oder als ganze Fune- 

tionen von x so bestimmt werden, dass die m Ausdrücke A,,..., A 
ebenfalls ganz werden. 

Um diese Aufgabe zu lösen, kann unbeschadet der Allgemeinheit 

m — n angenommen werden, da man ja im entgegengesetzten Falle beliebig 

viele Linearformen A mit den Coeffieienten Null hinzunehmen kann. Es 


vuirV 

sei P der kleinste gemeinsame Nenner aller Coefficienten a,, und allgemein: 
u. I . 

A, = P.a,; 


dann kann man die in (1.) gestellte Aufgabe auch folgendermassen aus- 


sprechen: 


Es sollen die Unbestimmten «,, ..., #, In der allgemeinsten 


Weise als ganze Zahlen, beziehungsweise als ganze Funetionen 
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so bestimmt werden, dass sie den m ÜCongruenzen mit ganzen 
Coeffieienten 
(2) A; = = Am, =() (mod. P) ee 
genügen. 
Man kann nun dieses System linearer Congruenzen auf rationalem 

Wege in ein anderes äquivalentes transformiren, dessen Modul ein T'heiler 
von P ist. Zu diesem Zwecke betrachte man alle Determinanten »ter Ord- 
nung, welche aus dem rechteckigen System 


(2. Au Bi 


' ge 

der Coeffieienten von (1”.) gebildet werden können, und suche mit Hülfe 
des Euklidischen Verfahrens ihren grössten gemeinsamen Theiler P, mit dem 
Modul P, so dass also: 

2.72 ie, 5) 
ist, wenn D, jede dieser Determinanten bezeichnet, und nach einer bekannten 
Schreibweise allgemein (f, g,h,...) den grössten gemeinsamen T'heiler der 
Funetionen f, g, h,... bezeichnet. In derselben Weise bezeichne D,_,; jede 
Unterdeterminante der (a—üten Ordnung des Systems (2.). Bildet man 
dann die Reihe der Funetionen: 
P,cv-+P, D,), 
Fr Dr aa 


n—]1 





Fu BI AI 
so muss man zuletzt zu einem "T'heiler 
a.) Pi: RIP, AIR O 
selangen, es sei denn, dass alle Coeffieienten A, denselben Theiler P, mit 
P gemeinsam haben, der dann durch einfache Division aus (1°) oder dureh 
das Heben der Brüche’aus (1.) fortgeschafft werden könnte. Es seien ferner: 
(4.) Den, Dis 
die. sämmtlichen Unterdeterminanten (a—r)ter Ordnung des Systems (2.) in 
irgend einer Reihenfolge. Bildet man dann die Keihe der grössten gemein- 
samen T’'heiler: 
Par 


> (1) (2) 
em: Di,; D\, ’ 


(4°,) 


( 
( 
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so kommt man wegen (3°) zuletzt zu einem Divisor: 


(5.) cv (P,_..., D®,, ..., D®,), 


der mit der nächsten Determinante der Reihe (4.) keinen gemeinsamen Thei- 
ler mehr hat, der also in P sowie in allen Unterdeterminanten des Systems 
(2.) bis zu denjenigen der (2—r-+1l)ten Ordnung enthalten ist, dagegen 
mit mindestens einer Unterdeterminante der (a—r)ten Ordnung gar keinen 
gemeinsamen T'heiler besitzt. 
jetrachtet man dann die Congruenzen (1”.) zunächst nur als solehe 
für den Modul p, so sind bekanntlich alle eine Folge von nur »—rv unter 
ihnen, nämlich von denen, welche die zu p theilerfremde Determinante der 
a—rv)ten Ordnung enthalten. Es seien dies die a—rv ersten Formen: 
A, — Au ++ A,%- A, 


., %, Ir a u: 


u 


4 — RR u, +... - A 


. Nn—V 


„+ A 1%, +°-+A, U, 


nV,» n v,} ) 


und es möge die den Unbestimmten #,,,....., a, entsprechende Determinante 
diejenige sein, welche mit p keinen gemeinsamen 'T’heiler besitzt. Alsdann 
kann man bekanntlich «,,,,..., #, durch «,. .... #, so ausdrücken, dass die 
so sich ergebenden Formen (1°) für unbestimmte #,. ..., #, durch p theil- 
bar sind, und dass so die vollständige Auflösung dieses Systems für den 


Modul p erhalten wird. Seien: 


u, = L0u U ( 


vrKk 
1 
diese Auflösungen, deren Üoeffieienten «,, also ganze Zahlen, beziehungsweise 
ganze Functionen von z sind. Setzt man dann an Stelle von w,. .... « 
die neuen Unbestimmten ®,, ..., oe, dureh die Substitution: 


PN 
6.) 3 


mit der Determinante 


’PpAaN at Nn—V 
6°.) 3 =”, 


so kann der Bedingung (1”.) modulo p, also a fortiori modulo P, nur 
dann genügt werden, wenn v,, ..., vo, ganze Funetionen des betrachteten 
ereiches sind. 

Setzt man aber diese Ausdrücke in die Congruenzen (1°.) ein, so 


haben alle Coeffieienten mit dem Modul P den gemeinsamen Theiler pP; 
welcher somit fortgehoben werden kann. Sind dann B, die so sich er- 








ven) 
Sr 
hr 
E) 
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sebenden Coefficienten von ®,, ..., ®,, und setzt man: 
P 
p 


so ergiebt sich, dass alle Lösungen der Congruenzen (1°.) und nur sie erhal- 


= Pi, 


ten werden, wenn man ®,, ..., v, als ganze Grössen des Bereiches so be- 
stimmt, dass sie den m Bedingungen 


7) B; = ZB,v, = 0 (mod. P,) 


genügen. 

Ks ist somit das System der Bedingungen (1”.) durch das ihm äquiva- 
lente (7.) ersetzt worden, dessen Modul aber ein kleinerer ist. Die Coefficien- 
ten B,, ergeben sich aus den A, dadureh, dass an Stelle der x die Grössen 
v dureh die Substitution (6.) mit der Determinante 4 = p"” eingeführt, und 
die so sich ergebenden Ausdrücke dann durch p dividirt werden. Ist daher 
D, irgend eine Determinante »ter Ordnung des Üoefficientensystems (7.). 
D, die entsprechende des Systems (1”.), so besteht die Gleichung: 

D,„.4 D, 
Pop! 
es ist daher der T'heiler 
' ’ ’ P 
P, co (P', D\) vo e %- 
ein Theiler von P.. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens erhält man hiernach 
zuletzt ein System von Congruenzen, dessen Modul gleich Eins ist, welches 
also durch alle ganzen Werthe der alsdann auftretenden Unbestimmten 
U, ..., U, befriedigt wird, und es ergiebt sich so die folgende Lösung der 
in (1.) gestellten Aufgabe: 

Man kann auf rationalem Wege die Unbestimmten ”,. .... u 
durch andere U,, ..., U, vermittelst der Substitution 


u. = Ev.lU, (k=1,2 ... 


) A h 


mit ganzen rationalen Coeffieienten so ausdrücken, dass man alle 
Lösungen der gestellten Aufgabe (1.) und nur sie erhält, wenn 

man für U,,..., U, beliebige ganze Fuünetionen des Bereiches setzt. 

Durch die hier gegebenen Schlüsse kann endlich noch die weitere 

Frage beantwortet werden, wie der kleinste gemeinsame Nenner P aller Coet- 


n 


fieienten a,, beschaffen sein muss, damit die Lösungen a, ..., 


der Aufgabe 
nicht sämmtlich denselben gemeinsamen Theiler mit diesem Nenner haben, der 





Bike. 
ee 
var er ü 


Hensel, zur Theorie der linearen Formen. 245 


_ 


sich ja dann fortheben würde. Aus den Substitutionen (6.), durch welche 
die # durch die » dargestellt werden, ergiebt sich nämlich, dass dann und 
nur dann, wenn » >00 ist, die sämmtlichen Lösungen nieht den gemein- 
samen Factor p haben; der grösste Nenner, für den alle Lösungen von (1. 
keinen gemeinsamen Divisor besitzen, ist also der grüsste gemeinsame 
T'heiler aller Determinanten D, des Systems (6.). 
der Satz: 


Ks ergiebt sich mithin 


Das System linearer homogener Funetionen: 


” ,‚ Au 
A=204=2 DU 


wird dann und nur dann durch ganze Grössen w,. a, ohne 


gemeinsamen T'heiler mit dem Nenner P zu ganzen Funetionen 
des Bereiches gemacht, wenn dieser Nenner in sämmtlichen Deter- 
minanten |A,| der Coeffieientenzähler enthalten ist. Der grüsste 
Nenner, der diese Eigenschaft hat, ist somit der grösste cemein- 
same Theiler aller dieser Determinanten. 
In dieser Arbeit wurden die Coefficienten «a, der zu untersuchenden 
Linearformen der Einfachheit wegen als Zahlen, oder als Funetionen nur 
einer Variablen vorausgesetzt. Es mag aber erwähnt werden, dass sich 
dieselben Betrachtungen auch auf den allgemeinsten Fall anwenden lassen, 
dass diese Coefficienten einem beliebigen „natürlichen Rationalitätsbereiche 
RW, ...)" angehören, nur treten alsdann an die Stelle der hier betrachteten 
einfachen T'heiler „Divisorensysteme verschiedener Stufen“. Hierauf soll in 
einer anderen Arbeit noch näher eingegangen werden. 
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Ueber ein vielfaches, auf Eulersche Integrale 
reducirbares Integral. 


(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 


hin Folgenden wird ein vielfaches bestimmtes Integral betrachtet. 
welches sich als identisch mit einem Produete aus Eulerschen Integralen 


erweist. Die angestellte Rechnung schliesst sich an diejenige an, durch 


A 
oO 
die der Verfasser in einer früher veröffentlichten Arbeit*) ein ähnlich ge- 
bildetes vielfaches Integral auf Eulersche Integrale erster Art zurückge- 
führt hat. In der hier abgeleiteten Formel kommt jedoch neben Euler- 
schen Integralen erster Art auch eine Gammafunction als Factor vor. Es 
wird in $ 1 zunächst ein Doppelintegral, sodann in $ 2 das (m+-1)-fache 
Integral behandelt. In $ 5 wird das in den $$ 1 und 2 erhaltene Resultat 
dadurch erweitert, dass man für eine der Integrationen statt des geradlinigen 
Weges eine geschlossene Integrationseurve anwendet. Die so modifieirte 
Formel enthält statt der Gammafunction das correspondirende bestimmte 
Integral mit geschlossenem Integrationsweg, welches H. Hankel in seiner 
Abhandlung „Die Eulerschen Integrale bei unbeschränkter Variabilität des 
Arguments“””) definirt hat. Der in $ 5 bewiesene Satz wird in einer nach- 
folgenden Abhandlung“**) für die Integration einer linearen Differential- 
sleichung benutzt, woselbst er dazu dient, die Verbindung zwischen den 
Lösungen der Gleichung in heihenform und gewissen Lösungen in Form 
bestimmter Integrale herzustellen. 


”) Chr. S8 3 und 6 der Abhandlung „Ueber die Differentialgleichung der allge- 
meineren hypergeometrischen Reihe mit zwei endlichen singulären Punkten“ in Bd. 102 
dieses Journals. 


““) Schlömilchs Zeitschrift für Math. u. Physik, Jahrgang 9, 1364. 
***) „Ueber eine lineare Differentialgleichung ter Ordnung mit einem endlichen 
singulären Punkte“. 
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s 1. 


Durch A, werde das Doppelintegral 


7. 


= \ q 
(1.) / s 'ds / ee (1—-t dt 
hezeiehnet. Man substituire 
it = 1-3 
P ° rise ° ° ° Ssz u. 
und entwiekele die Grösse e“ in die Reihe 1- uk Dann entsteht für 


A, die Gleichung 


7. 


2 
A= / e’s"ds/ e"“(1—-2) 2° "dz 


TS. 


= / e s ds / [14 ten ae han 1 2) 2 ı dz. 


Nennt man also E(p,g) und 7'(g) die Eulerschen Integrale erster und 
zweiter Art 


 % E(p,q | (1-3) "da, 
(3.) IXg) = / es! "ds 


und berücksichtigt die bekannten Formeln 


p(p + L)...(p + v 1) 


4.) Ef(p+v,q, FE a ERTERTERE k(p.g 
4) I(gq+v) = q(g+1)...(g+r—-1)T(g), 
so ergiebt sich 
7 07 Eu 
A, = T(1-a)E(b+1, e)- I(2—-a)E(b+1,c-+] 
1 I(8-a)Elb+1,c+2 _IWw+1-a)Eib+1 
13 9-86) NIT öTarr'N yi ) Ad)E\DO ( } 
. 227 “ (1-a)c 1—a)?2—-a)c(c+]1 ) 
= I(1-a)E(b-+1,e) 1- Teeny me wear Ta 


Vorausgesetzt ist hierbei, dass in (1.) diejenigen Zweige der Potenzen s 
f, (1—t)" angewendet werden, welche den in den Eulerschen Integralen 
vorkommenden Potenzen entsprechen. 

Die Klammer auf der rechten Seite der letzten Gleichung enthält 


eine Gausssche hypergeometrische Reihe, deren viertes Argument den Werth 


l hat. Da nun für diese Reihen die Identität: 


32* 








” 
ER 
ei 
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(6.) 1. PB , ela+l)BB+D ,,. _ MOTle—a—P) 
r ” le 1.2.0(0+1) | I(o—e)I(o—P) 
eilt, so ist 


| | ‚F(b+c+1)F(a+b) 
A, = T(1-a)E(b-+Hl, e) Ma+bLoTb+)' 
woraus, wegen der Formel 


2 ) P(p)IXq) 
(1.) na 

E) E(p, q) o4g)” 
die Gleichung 


ZIUNN . T(a+b) 
A, = eh een 


folgt. Indem man die Formel (7.) zum zweiten Mal benutzt, erhält man 
für A, den Ausdruck 
»L. | 
8) Au / s"ds / er 1—-N"dt= IT(1—-a)E(a+b, ce). 


0 (0) 


$ 2. 
Es sei ferner 4,.das (m+1)-tfache Integral 


2x ] » | NE 
(4) A, = / s “ds / S,ds, / S,ds.... / mi . - / e "2. 
) : rM ) o 


0 
in welchem S, für «=1, 2, ... m das Produet 

(10.) 5, = s,"(1-8,) a 
bedeutet, während a, b,, &. ... 5,, e, Üonstanten sind. Man nimmt an, 
dass letztere Constanten diejenigen Ungleichheiten erfüllen, die für die Con- 
vergenz des Integrals 1, erforderlich sind. Es soll gezeigt werden, dass 
A, gleich dem Produete 

(11) A.= T(l1-a)E(a+b,, c,)E(a+b,, c,)...E(a+b,, e,) 
ist. Der Beweis wird durch Induetion geführt. 

Diejenige Gleiehung, die aus (11.) entsteht, wenn man m—1 statt m 
schreibt, wird als bewiesen angenommen. Man- ändert hierbei die Bezeich- 
nung, indem man ©, für «=1, 2, .... m—1 als das Product 

(12.) S, = srl)" 
definirt und der als gültig vorausgesetzten Gleichung die Form 
® 0 il . ORTEN 
/ s ds / S.ds.... / S,_.d8,_2 / e © ,_-ıds,._ı 
(13.) 3 7, “ : 
= I(1—-k)E(k+P,,c)E(k+ Pr, 6)... E(k+ Pu Cn-ı) 


> 
« 


0 0 
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giebt. Das Integral (9.) geht durch die Substitution s,=1—z in den 


Ausdruck 
er" kein a — 881... y "1 8 j0..8 z \ / 1 
/ sds / S, ds... / e a. A ıds,._ı / e """(1—2) "2 dz 
7 o vo 77 
über. Durch Entwickelung der von z abhängigen Exponentialfunetion 
FO BIRD ei 8 91...8..1%° 
e —— 1 _ —-. ... 
3 1 a 7. u“ 


erhält man hieraus eine Reihe, deren allgemeiner Term gleich dem Pro- 
duete aus einem m-fachen Integral, einem Ewulerschen Integral erster Art 
und einer numerischen ÜUonstante ist. Man nenne zur Abkürzung 
u 1 1 1 _ ... 1 Y 
0, = / s’—"ds / S,sids.... / Be / e Et A 


0) 


Dann ergiebt sich, da 


“ dan Fv—1 . 
/ (1—-2)"3"" dz = E(b„+1l,c,+rv 
o 


ist, für A, die Entwickelung: 


A, = Eb,+l,c)A%+E(b,+1l,c,+1)9. +: ; 9, 
Aber die Grösse 9, ist mit dem in (13.) angeführten m-fachen Integral 
identisch, wenn man in letzterem für die Uonstanten k, Pu»... P,_, die 
Werthe 
k — B—rY, P, — b, PP, > ——— b,- V, u de 7 5 ı TV 


einsetzt, so dass aus (13.) für ©, die Gleichung 


0, = [(v+1l-a)E(a+b,,c,)E(a+b,, c,)...E(a+b,_.,c 


folgt. Auf diese Weise findet man für den Quotienten 
A, 
E(a-+b,, c,)E(a+bs, c2)...E(a+b,„-ı, Cn-ı) 
die Reihe 


. dee \m/ I(v+1-a)E(b,-+1.c,.+») 
TA-a)E(b,+1,c,)+1@-a)E(b,+1,c,+1)+-+ Om +1; mt 9) 


, A) \ l—a)c,, (1— a) 2— a)c„(c„+1) } 
= I(1—-a)E „ec 1+ ( | - a sch 
(1 a)E (b,+1 G. +71 1.(b.-+c,, -1) | 1.2(b, 40,4 L)(b Lc„+2) (» 


welche nach (6.) und (7.) mit dem Ausdrucke 
ee IX(b„+1)IX(c,.) F(b„+c„+1)T(b.+ a) 


F 


T(b„+c.+1) T(a+b„.+c,)IT(b„+1) 


P’(a+b,)T'(c,) Se | 
== —a)E s  \ 
IKa+b,-+c,) I'(1—-a)E(a+b,,c,) 


ra 


= I!(1-a) 
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identisch ist. Unter Annahme der Gültigkeit der Gleichung (13.) ist also 
für das (m+-1)-fache Integral 7, der Werth 


A, = I(1-a)E(a-+b,, c,)E(a+b,, 6,)...E(a+b,, c,) 
ermittelt worden. Für m=1 ergiebt sich nun aus -(9.) und (11.) die auf 
direetem Wege abgeleitete Formel (8). Somit ist auch die Gleichung 


(11.), unter der Voraussetzung, dass den Bedingungen der Convergenz 
nügt ist, allgemein bewiesen. 


ve. 
or 


< 


Wählt man m =2, so liefert die erhaltene Formel einen Ausdruck 
für ein dreifaches Integral, da dieselbe dann die Gestalt 


e" un "1 h ag »1 j Bf \ 1 
| / s "ds / s'(1—s,)" ds, / erg (1—8,)” "ds; 
« ge“ « 


U 


14.) | ) ) 
= I[(1-a)E(a+b,, c,)E(a-+b,, c,) 


annımmt. 


$ 3. 


In den Integralen (1.) und (9.) kommen die Ausdrücke 


Set _ 
als Faectoren der zu integrirenden Funetion vor, und die Variable s dureh- 
läuft, wie daselbst angenommen wird, die positive reelle Axe von 0 bis 
x. Es sollen nunmehr einerseits die obigen Exponentialgrössen durch 
FR 
ersetzt, andererseits für die Variable s ein geschlossener Integrationsweg, 
der bei —x beginnt und endigt, gewählt werden. 

Für die Integrale mit geschlossener Integrationseurve wird im Fol- 
venden die abgekürzte Bezeichnungsweise benutzt, welehe der Verfasser in 
$ 1 der Abhandlung „Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf“*) ange- 
veben hat. Man setzt hiernach einen horizontalen Strich über das Inte- 
oralzeichen (was andeuten soll, dass der Weg ein geschlossener ist), schreibt 
den Werth, weleher Ausgangspunkt und Endpunkt der Integrationseurve ist. 
als untere Integralgrenze hin und führt an der sonst von der oberen Inte- 
eralgrenze eingenommenen Stelle in Klammern diejenigen singulären Punkte 


der zu integrirenden Funetion (durch Kommata von einander getrennt) an, 


ii. 


\lathem. Annalen, Bd. 35. pag. 412 
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welche vom Integrationswege umschlossen werden. Hierbei nennt man die 
verschiedenen singulären Punkte in der Reihenfolge, wie sie umkreist 
werden, und fügt im Fall einer negativen Umkreisung ein Minuszeichen 
hinter den betreffenden singulären Punkt hinzu. 

Sind die Variablen s und £ von einander unabhängige, so hat das 


Produet 
set(1—-h" 


als Function von s keinen anderen endlichen singulären Punkt als den 
Punkt s=0. Wird also das obige Produet in der Art nach s und nach / 
integrirt, dass die Variable £ die reellen Werthe zwischen O0 und 1 dureh 
läuft, und die Variable s von dem unendlich entfernten Punkte der nega- 
tiven reellen Axe aus einen positiven Umlauf um den Nullpunkt ausführt, 


a 4 
« 


so hat man für das hierdurch definirte Doppelintegral, welches A, heissen 


möge, die abeekürzte Bezeichnung 


15)) K, = ("std eri—d-dt. 


J 


In analoger Weise nennt man A‘, das (m+1)-fache Integral 


*(()) » ”] » ' 
16. = / s“ds/ S,.ds,/ S.ds,.../ S,_,ds [e S ‚ds 
in welchem der Integrationsweg von s derselbe wie in A, ist. S.S,.... 8 
bedeuten die in (10.) angegebenen Ausdrücke. 

Das Verfahren, nach welchem in den $$ 1 und 2 die Inteerale A 
und A, umgeformt wurden, ist auch auf die Integrale A, und A_ anwend 
bar. Durch die Substitution £= 1—z erhält man aus (15.) die Gleichune 

$ (UV) nl i 
N | K, : / es“ds/ e“(1—2)'2° "da 
Li 2 sZ 8” 3° 
Er. / e's es / | 1 2 = | ... 1 2) 2 dz 
. . | | L.2 
] . 0 
_ oder, bei Berücksichtigung von (2.). 


«(V) 


P K, = E(b+1,c / e's "ds E(b+1,c+1)/ es'—“ds 
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Es soll nun durch 7’(g) das Integral 


(17) Kg) = [ es'cs, 


—ı 

dessen Integrationsweg die oben genannte geschlossene Ourve ist, bezeich- 
net werden”). Dasselbe convergirt für jeden endlichen Werth von g. Ist 
der reelle Theil von g positiv, so besteht zwischen dem Ewlerschen Inte- 


gral /'(gq) (welches dann convergent ist) und dem Integral /'(g) die Be- 


ziehung 
(18.) I'(g) = (e"-—e"NI(g) = 2isin(ng)T'(g). 


In (3.) hat man, nach der Definition von 7'g), für die Potenz s’” den 
Werth e“”°, in welchem logs den reellen Logarithmus bedeutet. einzu- 
setzen; bei /'(q) gilt die entsprechende Bestimmung für den Schnittpunkt 


des Integrationsweges mit der positiven reellen Axe. Es ist ferner 
2: "g+l) = -qgI'(q). 


woraus für ein positives eanzzahlises » die Formel 
tee) ten) 


Ji)N\ 74 U ER | \v.,/ ' \ / w \p 

20.) IXga+v) = (-1)’g(g+D...(g+r-l)T(g) 
tolet. Die für A, abgeleitete Reihe lautet hiernach 
r N T, R N 1 . ‚) \ ww, \ 
I(1-a)E(b-+1,c)- ’ IX2-a)E(b-+l,c+1l)+--- 
A, 





1 
f \3 ‚am \FfhA. ET RR 
+ (—1) E Iv-+1--a)E(b+1,c-+rv) 


| 
oder, wegen (4.) und (20.), 
K, = I(1-a)E(b-H, ce) ir una ee 
.(d+c+1)  1.2.(b+c+1)(b+c+2) 
Die rechte Seite der letzteren Gleichung unterscheidet sich aber von dem 
in $ 1 für /, erhaltenen Ausdruck nur dadurch, dass T’(1—-a) an Stelle 
von /1-a) getreten ist. Somit ergiebt sich (nach $ 1) für A, die Gleichung 


(21.) K, = / ) ds [ et. -H'dt = I(1—-a)E(a-+b, ce). 


_ FL ( ) 


In ähnlicher Weise lässt sich die in $ 2 für A, angestellte Rech- 


in 


nung auf A, übertragen. Aus dem Integrale (16.) entsteht, wenn man 


s,— 1-3 setzt und die Exponentialgrösse e """ 


It 


entwickelt, eine Reihe 


*) Man vergleiche die erwähnte Abhandlung von H. Hankel, sowie $ 5 der Arbeit 
des Verfassers „Zur Theorie der Eulerschen Integrale“, Mathem. Annalen Bd. 55, pag. 495. 
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von derselben Art, wie im Vorhergehenden für 4, erhalten wurde: und 
nachdem der Factor /(1-—a) und die in $ 2 vorkommenden Eulerschen Inte- 
orale erster Art vor die Klammer genommen sind, bleibt wiederum die 
hypergeometrische Reihe 
1 (1—a)ec, (l1—-a)(2—a)c„(cn+1,) 

1cbn+cn+1)  1.2.(bu+tcn+1)(but+c„+2 
übrig, auf welche die Formel (6.) angewendet wird. Auf diese Weise 
findet man, nach Berücksichtigung der Gleichung (21.), für A,, den Ausdruck 

(22.) Ku = [(1-a)E(a+b,, c)E(a+b,, c,)...E(a+b,,c 


Im Fall m=2 ergiebt sich aus (22.) die zu (14.) analoge Formel 


(0) Be von Mu \,—1 
/ sds / s’(1—s,)""" ds, / e”"3>(1—8,)”"" ds, 
’ ' o 


— & U) 


(23.) 





= I(1-a)E(a+b,, c,)E(a+b,. c,). 

In den Gleichungen (8.), (11.), (14.) muss die Constante a der Be- 
dingung genügen, dass der reelle Bestandtheil von 1—a positiv sei, da die 
Integrale A,, A,, A, sonst divergent werden. Die in (21. (22.), 23. 
genannten Integrale behalten dagegen auch im Falle a>>1 einen bestimm- 
ten Sinn. Für die Anwendungen, welche von den vorstehenden Rechnun- 
gen gemacht werden sollen (s. d. Einl.), erweist sich gerade dieser Umstand 
als ein wesentlicher, indem daselbst für die Grösse a (weil sie den Stellen- 
zeiger einer heihe enthält) auch unbegrenzt grosse positive Werthe zu 
setzen sind. 
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Anwendung der Modulsysteme auf Fragen der 


Determinantentheorie *). 
(Von L. Kronecker.) 


I. Bedeutet dj, wie in meinen früheren Aufsätzen, Null oder Eins, 
je nachdem die Werthe der beiden Indices ‘, k von einander verschieden 
oder einander gleich sind, und bezeichnet man ein System von »’ Grössen: 

©; (‚k=1,2,...n) 
als das reciproke eines Systems von Grössen: 

u; (,k=1,2,..n), 
wenn zwischen den beiden Grössensystemen die Gleichungen bestehen: 


oh () Gai=l,2..n, 


(A.) I u,0,— 0 
so besagt der Satz, 
dass das reeiproke eines reciproken Systems das ursprüngliche 
System Ist, 
nichts anderes, als dass das Gleichungssystem (A.) dem Gleichungssysteme: 


(B. Sp, 4, — 0, = U (.h,i=1,2,...n) 


äquivalent ist. 

Der Inhalt dieses Satzes, dessen Richtigkeit unmittelbar erhellt, wenn 
man die aus dem Gleichungssystem (A.) resultirenden Werthe der »’ Grössen 
vo, in die Gleichungen (B.) einsetzt, erschöpft aber noch nieht die Bezie- 
hungen zwischen den beiden Systemen von Functionen: 


, Ü ‘ 
Y y' NS u. \ ‚ A r 
(C .) a Un On ar O0, gAi=1,2...n) 

? t 


/ gh b 


*) Der Hauptinhalt dieser Notiz ist aus Art. IX und X meines im Mai, Juni, Juli 
d. J. (1890) ın den Sitzungsberichten der hiesigen Akademie veröffentlichten Aufsatzes 
„Ueber orthogonale Systeme“ entnommen, aber es sind hier die dortigen Entwickelungen 
weiter ausgeführt. 
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welche, gleich Null gesetzt, die beiden Gleichungssysteme (A.) und (B. 
ergeben. Diese Beziehungen finden vielmehr ihren vollen Ausdruck in dem 
bemerkenswerthen Satze, 

dass die beiden Systeme von je »’ Funetionen: 


PP U; ®;, Be Ö, 2) P2 D 7 u, Ö 


in welchen sowohl die »’ Grössen «, als auch die »’ Grössen ». 
unabhängige Variable bedeuten, als Modulsysteme aufgefasst, ein- 
ander äquivalent sind, d.h. dass sich jede der Funetionen des 
einen Systems als ganze, lineare, homogene Function der Fune- 
tionen des anderen Systems und zwar so darstellen lässt, dass die 
Coeffieienten ganze, ganzzahlige Funetionen der 2’ Variabeln «,. 
v,, werden. 

Um dies in Kürze nachzuweisen, führe ich folgende Bezeichnun- 
gen ein: 


ji 


Zu0a-0,=M,., Zr, -0,=M ( | 


U 


a, _ U, U; V (1.4 ), 
U _y 5 | 
OU;; on. O0; " 


Alsdann bestehen offenbar die Congruenzen: 
Zu,0,=0, (modd. M,),, Zv,u,=0, (modd.M,) k=1,2,...n), 
aus welchen mit Hülfe des Multiplicationssatzes der Determinantentheorie 


folgt, dass für jedes der beiden Modulsysteme (M,) und (M,) die Congruenz 
stattfindet: 


(D.) UV =1. 
Ferner zeigen die Relationen: 
VZU,M „u. = UVM,, UV, Mo. = UVM, ı kai 2,..0), 
q,h ghı 


welche sich durch Einsetzung der Werthe von M,,, M,,, M,, M, unmittel- 
bar verifieiren lassen, dass die Congruenzen bestehen: 

UVM.=0 (modd. M ,), UVM,=0 (modd.M,) ""ü*=1,2...n), 

und diese gehen, da für beide Modulsysteme UV = 1 ist, in folgende über: 

(E.) M,, — (0) (modd. M „). M,, () (modd. M ,) (9. ht A 1 2 .." ). 


durch welche die nachzuweisende Aequivalenz der beiden Modulsysteme 


33” 
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(M „), (M,,), d.h. also die Aequivalenz: 
(F.) Zu, dd, ‚) N (Zo, n,— | 2 (h=1,2...n) 


vollständig begründet wird. 
ll. Das Modulsystem (M,,) lässt sich, im Sinne der Aequivalenz, 
durch das folgende ersetzen: 


(UV-1, v„—VU,,) (=, ...n), 
Um dies darzuthun, gehe ich von der Doppelsumme aus: 

sv, %,, ‚(V U,, — 4) (hu k=l,%,...n), 

hi 


welche, je nachdem man zuerst nach % und dann nach i oder in entgegen- 
vesetzter Folge summirt, die beiden Ausdrücke liefert: 
n "17 wo /VI! ..\ 
® „(U ) —1)- o, „M.; } Ux—var2ch U.) My 


Setzt man diese beiden Ausdrücke einander gleich, so erschliesst man mit 
Hülfe der Congruenzen (D.) und (E.), dass für alle Werthe , h=1,2,... m: 


(G)  v,-VU,=0 (modd. M,) oder (modd. Yu 004) 


— [7 


1 
(i, X EEE 


ist. Andererseits resultiren aus den Gleichungen: 


in 
Su 0, — Od, = ( UV— 1)0 + 3u,(o,, — W. .) (,h=1,2 
1 


se=] D 


die Congruenzen: 


(H.) 5 u,0.— 0, 


—=( (modd. UV—1, v,—VU,,) =, 2.0), 
l 
und die nachzuweisende Aequivalenz: 
(K.) & &u,0u-0, „) m (UV-1, v0, VU,) win... 
findet in den "ENDELANON (@.), (H.), in Verbindung mit der Congruenz (D.), 
ihre vollständige Begründung. 


III. Um nunmehr noch das Bestehen der Aequivalenz: 


(L.) \F u.0, 04) co (UV-1, U,,-e,,ÜU) (1 
‘r | ’ 
nachzuweisen, sind nur die Congruenzen: 
U,—v,U = ) (modd. 2 ud, m 


En 


Zu.o,d,=0 (modd. UV-1, U,— 0,0, 


| 
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zu verifieiren, und dies geschieht für die ersteren durch die Identität: 
U, -d%r U = (9, U— U,)(Ul ung 1)— U) > U (3 U v, ) ] 
, 1 1 
in Verbindung mit der Congruenz (D.): 


UV-1=0 (modd. Zu,0,—d ) (9, 7 
vi 


fir die letzteren dureh die Identität: 


7 


2 Urn Ö nn (0, er B: U, v, h UV— l )— V3 Un Ä U nd, [ $ . 
v1 F 7 1 - ==] 


IV. Da nach Art. I das Modulsystem (Zu,0,—d ‚) bei Vertau- 
=] 


schung der Variabeln a und ®e in ein äquivalentes übergeht, so können auch 
auf der rechten Seite der Aequivalenzen (K.) und (L.) die Variabeln x und 
v mit einander vertauscht werden. Man sieht daher, dass die sechs ver- 
schiedenen Modulsysteme: 


(M.) (Zu,o, 6.) (Zr es 6.) | ) 
I 3 

(M'.) (UV—1, v,„—-VU,), (UV—1l, u„-UV (,h=1,2,..n), 

(M".) (UV—1, U„-v2,U0), (UV-1, V ,„—u,V) | 1,2 ) 


einander äquivalent sind. Hieraus folgt aber unmittelbar, dass für jedes 


beliebige Modulsystem die sechs verschiedenen Systeme von Üongruenzen: 


(N.) (2 0,0 ) (3 ou, = 0 ) Gi=l,2..n, 
— E im] 
(MW. (UV=1,v,„=VU,, (UV=l, u, UV, | E 


mn .-WeLe.l=l), WeLafl=!V ee 


einander äquivalent sind. 

Die Aequivalenz der beiden ersten Systeme von ÜCongruenzen (N. 
zeigt, dass auch im Sinne der Congruenz für ein beliebiges Modulsystem 
das reciproke eines reeiproken Systems gleich dem ursprünglichen Systeme 
ist. Aus der Aequivalenz der übrigen geht hervor, dass auch im Sinne 
der Congruenz für ein beliebiges Modulsystem das zu einem Systeme (1, 
reciproke System (®,,) durch jedes der vier Systeme von Uongruenzen (N. 
N.) vollständig definirt ist. 

V. Nimmt man in jedem der sechs Modulsysteme (M.), (MM), (MT. 
das Element U-—e hinzu. wo e= +1 ist, so kann überdies, wegen der Uon- 


gruenz UV = 1, noch das Element V—e hinzugefügt werden. Die Modul- 
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systeme (M.) und (M'.) stimmen alsdann mit einander überein, und man 
erhält hiernach nur eine Aequivalenz von vier Modulsystemen: 


u i z in 

(U 5, } -£, P2 U.d;n PR % d,) > (U-:, Y- . dl m d,) 

(P ) == va 
(U: VE, vu—eU,) OD (U-8, Ve, uu—eV,„), 


9 
(9, h = 1. nn. N) 





welche zeigt, dass auch im Sinne der ksta für jedes beliebige Modul- 
system das zu einem Systeme, dessen Determinante gleich +1 ist, reeiproke 
System zugleich das mit dem Vorzeichen der Determinante genommene ad- 
jungirte System ist. 

Setzt man ferner ©, = u,, so geht die Aequivalenz (P.) in folgende 
über: 


(P.) (U-«, yu,u, -0,.) ON) (U-s, Fu,n,- -J,.) N) (U— &, U,—E adj. u,,). 
ix (9, 2 BD, +5 

welche es in Evidenz setzt, dass — auch für jedes beliebige Modulsystem 

durch jedes der drei E— von Gongruenzen: 


| (U — €, zu gilıs - b ld, )h (U= so " Zu, > 7 d,,). 


(O.) I1= L 


(x 
| (U=e, u, ealj.u,,) EEE 
das System: 
(%,) (.k=1,2%,..n) 
als ein „im Sinne der Gongruenz orthogonales‘“ definirt wird. 
Setzt man schon in jener fundamentalen Aequivalenz, welche im 
Art. I mit (F.) bezeichnet ist, v,, = ,, so geht dieselbe in folgende über: 


(Q.) xu, ‚U,; Ö MY, y u; ‚u; 6, .) (n. ie 


P4 


die Elemente jedes dieser beiden an lassen sich also als ganze li- 
neare, homogene Functionen der Elemente des anderen so darstellen, dass die 
Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen der n Variabeln u, werden, und 
hiermit ist wohl für die schon von Euler vollständig erkannte und nach- 
vewiesene Aequivalenz der beiden Gleichungssysteme: 


TUN ie - > f . ar 
\ I .) e> U ,;Uu,; un Ö,, b) \ xu, u, „U; un Ö, a (7 leo. 
[3 ? 


diejenige befriedigendste Art der Darlegung gewonnen, welche Euler ge- 
wünscht zu haben scheint. 





- 
1e 
\d 


h- 
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De 


In der 1770 erschienenen, im ersten Bande der Commentationes arith- 
metieae collecetae*) auf S. 427—443 abgedruckten Abhandlung „Problema 
algebraieum ob affeetiones prorsus singulares memorabile“ stellt sich näm- 
lich Euler zuerst die Aufgabe, neun Zahlen A, B, C, D, E, F, @, H, J zu 
finden, welche den zwölf Bedingungen genügen: 

A+D’+@=1, B+E+H=1, C+F+4J=|1, 
AB+DE+GH=0, AC+DF+GJ=0, BC+EF-HJ = 0, 
A+B+C=1, D4E+F=1, @4H4R=1, 
AD-+-BE+ÜOF=(0, AG+BH-+CJ=0V, DG+EH-+FJ — 0, 

und knüpft daran folgende Bemerkung: 

„Cum numerus conditionum implendarum superet numerum quanlilatum determinan- 
darum, problema hoc plus quam determinatum videtur. Utcunque enim conditiones prae- 
scriptae perpendantur, nulla alia relatio, qua aliquae in reliquis jam contineantur, in üis 
deprehenditur, nisi quod summa conditionum (7.), (8.), (9.) conveniat cum summa con- 
ditionum (1.), (2.), (3.); unde unica harum duodecim conditionum in reliquis jam con- 
tineri videtur; qua remota tamen adhuc undecim conditiones relinguuntur, quae binario 
numerum quantitatum incognilarum excedunt. Hic equidem tantum de ejusmodi relatione 
loquor, quae has conditiones consideranti occurrit, revera enim aliquot necessariae rela- 
tiones inter eas intercedunt, quae autem vix ante animadvertuntur, quam problema per- 
fecte fuerit solutum““. 


Hiernach ging Eulers Wunsch dahin, Relationen zu erhalten, durch 
welche die letzten sechs (sleiehungen sich ebenso direet als eine Folge 
der sechs ersten ergeben, wie durch die eine, von Euler angeführte Relation 
sich eine der zwölf Bedingungen als eine Folge der übrigen erweist. 
Diesem Wunsche entspricht Lagranges Methode des Beweises der Aequi- 
valenz der Gleichungssysteme (T.) nicht”*), aber aus der im Art. I ange- 


sebenen allgemeineren Entwickelung resultirt, wenn dort o,, = u,, und demnach: 


q n 


Zu u—-0,=M., Zu. —0,=M 
en I 
| oU 
u.ı=U, —-=U, ( 
OUyn 


vesetzt wird, für den vorliegenden Fall die (übrigens auch leicht zu veri- 
fieirende) Relation: 


(R.) M, = M,A—1M,+J,)+UZEu,U,M, en: 


kl 


*) Petersburg, 1849. 

**) Jacobi hebt in seinen Bemerkungen zur Eulerschen Abhandlung (5. 603 des 
III. Bandes der gesammelten Werke) diese Methode mit den Worten hervor: Lagrange 
hat in seiner Mecanique analytique bereits in der ersten Ausgabe gezeigt, wie die einen 
Bedingungen aus den anderen auf die leichteste Art und ohne alle Rechnung folgen. 
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in welcher jedes Glied auf der reehten Seite mindestens einen der Aus- 
drücke M,, als Faetor enthält, und durch welche daher, genau wie bei der 
einen Eulerschen Relation, sich das Nullwerden der 4n(n+1) Ausdrücke 
M,, direct als eine Folge des Nullwerdens der Ir(a-+1) Ausdrücke M,, ergiebt. 

In ähnlicher Weise werden durch die einfachere und ebenfalls leicht 
zu verifieirende Relation: 


(R'.) M,; = Eu, UM ,+M,(1—e U) (ul, 2, .. n:6 +1) 


die In(n+1) Gleichungen M,=0 als eine Folge der I»(n+1)+1 Glei- 
chungen: 


ÜU-— €, M,, je () ty. Bee 1, 4 0... W) 


dargestellt; aber um die erste dieser In(a-+-1)+1 Gleichungen als eine 
Folge der übrigen aufzuzeigen, hat man nur die Relation: 


(R”.) (U—-s)(U-+e) = IM „+ O1 (,h=1,2,..n), 


welche von wesentlich anderer Art ist als die Relationen (R.) und (R’.), da 
sie z. B. nieht für jedes beliebige Modulsystem, sondern im Allgemeinen 
nur für Primmodulsysteme, gestattet, das Bestehen der Congruenz U= +1 
aus dem Bestehen der Congruenzen M,,== 0 zu erschliessen. 

VI. Für den allgemeinen im Art. I behandelten Fall, wo die Be- 
deutung der Ausdrücke M,,, M,, durch die Gleichungen: 


ıL—n 


i—n 
Su,d |), = M ,; Fv,u,—0, = M,, (,h=1,2%,...n) 
>; =] 
vegeben ist, tritt an Stelle der Relation (R.) die folgende: 
(R.) M,, m HM, —|M „+ Ö.l)-+ Yzu, U, M,, (7. hi, Er u 2 MR 


in welcher jedes Glied auf der rechten Seite mindestens einen der Aus- 
drücke M,, als Factor enthält, und durch welche es daher in Evidenz ge- 
setzt wird, dass das Nullwerden der Ausdrücke M, eine Folge des Null- 
werdens der Ausdrücke M,, ist. Diese Relation, welche in Beziehung auf 
die Variabeln x#,, ®,, von der Dimension 2»--2 ist, scheint aber noch einer 
Vereinfachung fähig zu sein; wenigstens habe ich für den Fall »=2 Re- 
lationen gefunden, deren Dimension nur gleich vier ist. Es sind dies die 
folgenden zwei: 
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\ 
10 tat 1 = (1—u0:) U 9 F+ W091) — ud (U10 + %,® 
( | y ü 
-%1912(9, 0114 U2021) + %,0 (8 9a + U0 —1), 
[ ı u : 
HC, + Ur da — — Ur, 922 (U dıı 7 Und —1) 1 U,,0); u, ®, „ ? 
+ 9,10 (19,1 4 Udo) H,,0 5, Us, 0,» T „U ® 1), 


aus welchen die zwei anderen zur Darstellung von: 
ld + uU209 a —1, Up%ı Ft UP; 
erforderlichen Relationen hervorgehen, wenn die Variabeln: 
I Be ir Be Be a in 9 
dureh: 
a a Fan a a Atari! ga]. Wake | 1 
ersetzt werden. 
Mit Benutzung der Bezeichnungen M,,, M,, lauten hiernach für den 
Fall»=2 die vier Relationen: 
M. = (1-u,9.)Mı—-u0 M.+ 910: M.-+ u,0., MM». 
M. = — 450: M + u9,, Mo + u29,, Ma, — u20,, Mo. 
Bi, = — 4,0» M + 2105, M,:+ u, 0% Ma, — u,,%,M 
M. = (1—-wu,02)M ı— u: 91 Mt %:9» Ma + u101 NM»: 
aber für beliebige Zahlen » muss die Ermittelung der Relation niedrigster 
Dimension: 
M, = BY.) 9 (7, k=1,2 ), 


in welchen die Multiplicatoren FÜ’ ganze Grössen des aus den 2n’ Ele- 
menten %,;, ®, zu bildenden natürlichen Rationalitätsbereichs sind, weiterer 
Untersuchung vorbehalten bleiben. 
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On some problems of orthomorphosis. 


Hierzu Firurentafel II. 


(By Professor A. Cayley at Cambridge. 
> ytey = 


In the interesting Memoir, Schwarz „Ueber einige Abbildungsauf- 
gaben“ (this Journal T. 70 (1869) pp. 105—120) the author eonsiders the 
orthomorphie transformation (or, as I call it, the orthomorphosis) of a square 
into the infinite halfplane, or into a eircle, and of a rectangle into the 
infinite halfplane. It is of course easy to deduce the orthomorphosis of the 
reetangle into a cirele; and then by giving a proper value to the modulus 
of the elliptie function involved in the formula, we obtain the orthomorphosis 
of the square into a eircle, this solution (although equivalent thereto ) 
being under a different form from that previously given for the square. 
But as appears from my paper „On the Binodal Quartic and the Graphical 
Representation of the Elliptie Funetions“ Camb. Phil. Trans. T. 14 (1889) 
pp: 454—494, there is for the rectangle (and consequently also for the 
square) an orthomorphosis wherein the boundary of the rectangle or square 
corresponds, not to the eircumference, but to the eircumference together 
with two twice repeated portions of a diameter. I propose to consider in 


l. these several transformations: Il. relates to the orthomorphosis of a eircle 
into a eirele. 


I. 


1. We are concerned with the elliptie function sn for which K' = 2K, 
and also with the elliptie function snl of the leminiscate form. The mod- 
ulus in the former case is 


4 | 


‚= (Vd-1%, =3-2%2, orsay Yk=r-1 — = 1241. 
Y | Yk 


For the leminiscate funetion snl, the modulus is =, and if (with Gauss) 
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we write 4@ for the value of the complete funetion K or F,, then we have 
1® — K/2-—1), =KYyk, where k has the foregoing special value: ] notice 
the numerical values 10 = 1.311028, k = 3— 212 =sinV’52', k = 1.582548. 
The relation between the leminiscate function snl, and the sn with the 

foregoing value of A, is easily shown to be 
YksnU — (@+1)snlu+iy2 
G—1)snlu+ y2 


and it may be added that we have 


‚ where U-XikK = u, 


2 1+k,, Ser ar 
enU= — Fr ı Ah Y(1-+snla)(l—isnlu), 
(G—1)snlu+ y2 h | 
BD) 
dnU = en Y1+kVY(1—snla)(1+4 isnlu). 


(i—1)snlu+y2 


2. The Schwarzian orthomorphosis of the reetangle into the infinite 
halfplane is given (Memoir p. 113) by the formula X,+iY, = sn(X-+iY), 
wbere the modulus is real, positive, and less than unity. Here (see the 
figures 1 (XY) and 2 (X,Y,)) the rectangle ABCD, the sides of which are 
AB=2K and BC=K', is transformed into the upper infinite halfplane 
(Y, = +), the four corners of the reetangle corresponding to the points 


A, B, C, D on the axis of X, where OB(= 0A) = 1, 0C(= OD) — E; 


3. We can by a properly determined quasi-inversion (as will be 
explained) transform the X, Y,-figure into a new figure (see figure 3 (X,Y})), 
the infinite X,-axis being transformed into the eireumference of a eirele 
(the radius of which may be taken to be=1) and the infinite halfplane 
into the area within the eirele. The four points A, B, C, D are thus 
transformed into points on the eirele, which if the quasi-inversion be a 
symmetrical one, will be situate, A and B symmetrically, and also C and D 
symmmetrically, in regard to the axis OY;: and in the case of the before 
mentioned modulus k = 3—2Y2 (for which the reetangle A BC D becomes 
a square) the quasi-inversion may be so determined that the points A, B, C, D 
shall be situate midway (that is at inelinations +45", +135") in the four 
quadrants of the cirele. 

4. But if in figure 1 we take BL=1K and draw FL parallel to 
OX, then as shown in my memoir above referred to, the foregoing trans- 
formation A,+iY, = sn(X+:Y) changes the reetangle OBLF, the sides of 
34* 
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which are OB=K and BL=J!K, into the quadrant OBLF of figure 2, 
ObB=1 (as already mentioned) and radius OL = 2 Hence ceompleting 
v 

the reetangle RSLM, the sides of which are RS =2K and SL=K (viz. 
this reetangle differs only in position from the first mentioned rectangle 
ABCD), we have an orthomorphosis of the reetangle RSLM into the 
eircle of figure 2: but so nevertheless that to the boundary of the rect- 
angle there corresponds not the eireumferenee of the eircle but the bound- 
av RGSBLFMAR composed of the eireumference and the portions 
SB, BL and MA, AR (that is BL, AM each twice) of a diameter of the 
eirele. >See post No. 12. 

5. The Sehwarzian orthomorphosis of the square into a eirele is 
given (Memoir pp. 111—115) by the formula @,+iy, = snl(e-+iy); viz. here 
(see figures 4 (zy) and 5 (z,y,)) the square ABCD, the half-diagonals 
whereof are each = 1@, corresponds to the eirele radius = 1 of figure 5, 


\ 


the four points A, B, C, D of the eirele being the quadrantal points as shown 
in the figure. Figure 5 is in fact figure 3 turned through an angle of 45°, 
and it thus appears that Schwarz’s leminiscate solution for the square into 
a eirele is the quasi-inversion of his solution for the reetangle into the in- 
finite halfplane, when by putting k = 3—2Y2 the reetangle is made to be 
a square. See post Nos. 13 and 14. 
6. The general formula of quasi-inversion whereby the infinite 
X,-axis is changed into a eireumference*) radius unity, is 
yıy — I+MCX -+iY) 
Em M(X, -+HiY)+i ’ 
where M is real. In faet writing this equation in the form 
1+Mi(X, -+iY 
A,-+iY, =— 4 j ( „' Tre Di 
ı1— MX, -iY,)) 
we have 
0% 1—Mi(X, —iY 
ER RAN. <=... on. 
AU HM, —V,)) 


and thenee X+Y’—1=0, if only Y,=0; that is the infinite X,-axis is 


transformed into the eireumferenee K-+Y:—1=0. 


- 


x 


[ use here and elsewhere the term eircumference rather than eircle, to mark 
more clearly the distinetion between the curve and the included area. 





Zahn Fr 
BR 
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Writing Y,=0 we have 


I+MiX,  2MX, +iCM’X?—1) 


hä A Se Mm’X?+1 


so that to a pair of points (+X,. 0) there eorresponds a pair of points 
(+X,, Y,) situate symmetrically in regard to the axis OY., 
The equation gives 
1—i(X, +iY,) 
X, HY)-i 


\ 27 


MX, Ei iY,) 


Hence writing this in the form 
1—i(X, +iY,) 
ZH HX-EY,)) 


M A, + ’ Y, ) = - 


we have 
RR 1+t(X,—ıY, 
M(X,—iY,) = - 70 Y) 
and consequently M(X,+Y)-1=0 if Y,=0; that is the eireumference 
Ai+Y,- - —() is transformed into the infinite A,-axis. 
Although for the purposes of the present memoir we require the 
eoeffieient M, yet there is no real loss of generality in assuming M=1. 


and the transformation is best studied under the form 


see post No. 11. 

7. As already mentioned, the eoordinates (X, Y,) and (X,, Y,) are 
connected by an equation of the foregoing form, and in the case of the 
square (k=5—2}/2 as before), the corresponding values for the points 
A, B, €, D should be 


r BR a . 1 - 
A LH, a L LH 
yz 
B XHi,= 1 XHif.= - 
Vz 
s 1 len -i 
C KHh,= —, KHin= 
ı yZ 
ARRER 1 rt —1-+1i 
D XKHY,=--, XHY, = —, 
v y2 


the proper value of M is M=Y2—1, =Y%k; the required formula thus is 
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A,tHiY, = 1+iyk(X,+iV,) 


Yk(X,+HiY,)+i 


or Say 





- 1-i(X +iF 
Y k(X,+iY,) Br an 


Thus for the point B we should have 











‚l—i 
 . Bi ki 
o-—— ui Net = Ri or 
E3. I 
Y2 Yk 


which is right. And similarly for the point C, we should have 











‚1+: 344 
Wa. | ya N 
— == I —, that 18 "nz — I — = = = 2 
yk Ir a yk 1+i—iy2 1—iyk 

2 


which is right. And similarly for the points A and D. 
8. We connect the square ABCD of figure 1 with that of figure 
4 by the equation 


XHiY—LiK' — Be (@+iy): 
. 


in fact recolleeting that IK = K = IE’ we have for the four points 
respectively 

A XHY=—K, c+iy= 10, 

B AÄ+HY= K, z+iy = —18i, 

C XHY= K+ik, c+y= 18, 

D AHY=-—K+ik, a4y= Jöi, 


values which satisfy the relation in question. 
9. Hence. writing | 
AHY=U, a+iy=u, 
we have 
1+: 


= u, 
ri 2yk 


which is the relation in No. 1 between the arguments U, « of the elliptic 
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funetions sn, snl. We have X,+iY, = snÜ, z,+iy, = snla; and eonsequently 
TE ED, Ad tea Mi CH 
G—1)e, +iy)+YV2 
Hence substituting for YA(X,+iY,) its value in terms of X,-+iY,, we find 
G+l)ee, +iy)+iYy2 _ 1-iX,-+:t}V,) 
(12, +iy,)+ V2 %,+iV,—i 


an equation which (multiplying on the lefthand side the numerator and the 


. —, . 
denominator each by ,, ) may be written 
2 


‚I+ti 
1—1——(z, +1 
Y2 rn) 1—i(X, +iY,) 
1-+i \ | EHE —i 
5 tm) 1 a 
y2 
that is we have 
\ l-+t i 
Ati}, =  (atiy,), 


y2 
an equation which shows that the figure 5 is in fact the figure 3 turned through 
an angle of 45°. We have thus proved the conelusion stated in No. 5 as 
to the connexion between the leminiscate solution for the square and the 
solution for the rectangle. 
10. It is convenient to colleet here the several equations relating 

to the orthomorphosis of the square. We have 

A,+tiY, = sn(AÄ+HiY), k=3—2V2, 

2, +iy, = snl(r+iy); 
XHY-LiK' = Ex (c+iy), 


4 


a) > TE 
Ken) G—1)(z, +iy)+YV2 


A,+ iY; - ur 


DD (214 iy,); 
yz 


which are the equations connecting together the coordinates of the five 
figures. 
11. I examine more in detail the above mentioned transformation 


EBUELEE I: ER A 
na lkrdl arw: grreg 
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(see the foregoing figures 1 (XY) and 2 (X,Y,) in which we now regard the 
{wo eireles as having each of them the radius unity); changing the sign of ;, 


the equation gives 
wa Br) 
dc ge) mel 
and we hence find 
xy SNanH 
+3, +2%, +1 
consequently f X+Y,+1=0, then also A-+-Y’+1=0, or the transformation 
changes the first of these imaginary eircles into the second of them: or say 
it changes the eoncentrie orthotomie of the eirele X7-+Y7—-1=0 into the 
eoneentrie orthotomie of the eirele RP+Y—1=0, 
We have moreover 
FREIE. v__N4R-1 , 
 Md+n+27,41' ° x+r+2Y+1’ 
values which give the foregoing expression for X+Y}. But we further 
obtain 
air 9 FT =EFZEE) 
At karrden u m a -#% „ER; 2a 6 
and it thus appears that the eircumferences 
X4Y142uY,=0, KHR-1-°1=0 
u 
correspond to each other. "These are eireles passing through the pairs of 
ponts Y,=0, A, = +1), (%=0, N, = +1) respectively; or imagining them 
in the same figure, say they are eircles each belonging to the series of 
eirecles 2+y —142/5y=0, and which moreover eut at right angles at the 
points y=0, x= +1. But attending more carefully to the nature of the 
eorresponcenee, it Is to be observed that taking Y positive, and giving to 
A any positive value from 0 to x, we have in figure 2, an are ZJM \ying 
wholly within the upper semieircle LFM; and that eorresponding hereto in 
figure 5 we have an are ZJM Iying wholly within the lower semieirele 
LOM; and that as in figure 2, the are LJM lies nearer to the semieireum- 
terence LFM or to the diameter LOM, so in figure 3 the are ZJM lies 
nearer to the diameter LFM or to the semieireumferenee ZLOM. Thus the 
upper semieirele LFM of figure 2 corresponds to the lower semieirele LOM 
of figure 3; but so that the semicireumferenee LFM of the first figure 











2 2 


e 
„ 


C 
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eorresponds to the diameter LOM of the second figure; and the diameter 
LOM of the first figure to the semieireumference LOM of the second figure. 
And further supposing that Y, is still positive, but that « has any negative 
value from —x to 0, we have in figure 2 an are in the upper halfplane 
|\ving wholly outside the semieirele; and corresponding thereto in figure 3 
an are Iying wholly inside the upper semieircle ZHM; that is in figure 2 
the infinite space in the upper halfplane outside the semieircle corresponds 
in figure 3 to the space within the upper half eirele LHM; the infinity of 
figure 2 corresponding to the semiceireumference LHM of figure 3, and the 
semieireumference LFM of figure 2 to the diameter LFM of figure 3. And 
thus in figure 2, the upper halfplane inside and outside the semieirele 
eorresponds in figure 3 to the lower and upper half eireles, that is to the 
whole eircular area OLHM of figure 3. 

It is to be observed moreover that we have 

FIRE POEE 3% „Ir. 3@ 
K+Y.+14+21X, = HH HH 

that is the eireles X+Yı+1+24X, = 0 and X-+Y}’+1-424X, = 0 correspond 
to each other. Imagining the eireles as belonging to the same figure, these 
are one and the same circle of the series =’+y’+1—2«r = (0 each passing 
through the pair of points (e=0, y= +i) which are the antipoints of the 
pair (y=0, e= +1), and which eireles thus eut at right angles those of 
the series z’+y’—142%y=0. We have by means of the two series of 
eireles an easy construction for the correspondence between the figures 
2 and 3. 

12. In explanation of No. 4, observe that, starting from the equation 
X, +iY, =sn(Ä+iY) and writing snX=P, sniY =:0, we have 


g Py1+0?°.1+%°0?+:iQ0 y1— P?.1—k?P? 
xy, — PIHORIEROH | 


1+4”P?0? 
that is 
Py1+0°.1+%?0? Oy1—P?.1—-k?P? 
X, = ____ re ben 
1+4?P?Q° 14-4? P?Q° 

and thence 

| P’+0’ 2/7 v2 ı Y2 N. 

+7 = irre tr (if X+Y! be put = r’); 


hence 
PA-POR)=r-Q, OA-kPr)=r—P. 
Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft 4. 3 
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Now considering in figure 1 any line in the reetangle parallel to the axis 
of X, that is taking Y constant and therefore also Q constant, and pro- 
ceeding to eliminate P, we have 


"EM 0° Ei 1+0?—- 1+2QYr’ 
P ame 1— k?0°r? ’ 1 P Es 1—k?Q?r? ) 
m  -1+89?—K’(1+0Q”Yr? ans 1—k’Q' 
-kKP —- Ey = 
1 h P 1—k?0°?r? ’ l+k P 0 1—k?0?r? ’ 


and consequently 


NOIR P san 
A» Top: Y\r—-QO1—-kOTr,, 


QY1+0°—- (1+K’QYr’ YL+R?Q’—k’(1+Q%)r’ 
Y . < 1—k?0° ; 
eiving A, Y, each of them in terms of Q’ and r’, = Xi+Y}. The former 
of these equations, replaeing therein r“ by its value, gives easily 


KAYY-2AX-2BY +, = 0, 
where 


94 140 , 1140°Q° 


ei 4 | 
1420? 7 R 140° 


k?Q° j 

viz. we have thus the equation of the eurve, a bieireular quartie which 

in figure 2 corresponds to the line parallel to the axis of X, in figure 1. 
In partieular for the line ZM of figure 1 we have Y=4K and 


2B = 0° 


' 7 i . 1 1 
thence <0 = snliK = i ‚that s O0 = re and thencee A=B= Pr the equa- 
. Yk Yk 


tion of the bieireular quartie is 


z r) ) } 2 r) 2 1 
. . > . Di. ;; > 1 . 
viz. this is the eirele A, +Y,— z —=() twice repeated, and we have thus 


this eirele, or rather the half eireumference LFM of figure 2 corresponding 
to the line ZM of figure 1. More simply 


| - sn X-+ : enAdnX IM PLivI LPEI EP: 
Ä, +iY, zu sn(A+1:K) nr YA YA ze ( 4 ) +:y1—P?1—k | 


IHR. sn?X YkO-+-kP‘) 


and thenee 


(I+kJ?PP+1—(I+R)P+R?P 1 
k(14-2kP’+Kk°’P*) y 


A n r Y N — 
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that s X-+Y, — - —=() as before. It is easy to see that the points A, O0, B 
of figure 1 correspond to the points A, O0, B of figure 2, and hence that 
the area of the reetangle AOBLFMA of figure 1 corresponds to that of the 
semieirele AOBLFMA ot figure 2. 
Returning to the equation A,+?Y, = sn(X+:Y), if we write herein 
successively 
Y,=ı1K-ß, suiyY,=iQ, = snö(4K 


.B), 


and 
Y, run IK -P, sniY, = iQ; = sni(JK t P). 


/ 


then we have 


| 


i0,.10, = sn K'—P)snillK’+ß) n, 


that is 0,0, = + hence for q writing Q, or Q,, we have in each case the 
same values of A and 5, that is we have the same bieircular quartie for 
two lines parallel to and equidistant from the line LM, but to one of these 
(viz. the line between ZM and BA) there corresponds the half perimeter 
lying within the semieircumference LFM, and to the other of them (viz. the 
line between LM and CD) there corresponds the half perimeter Iying without 
the semieireumference LFM. 

It may be shown in like manner that to any line in figure 1 parallel 
to the axis OY there corresponds in figure 2 a bieireular quartie of the 
like form (X+ YY-2AN-2BY +, =0. 

13. Similarly in explanation of 5, observe that starting from the 
equation z,+iy, = snl(r+iy) and writing snle =p, snliy = isnly = ig, 
we have 

1; 
er 
that is 
py1l—g' qyi—p' 
ni Fer" 7 6 SE Se Re 2 
and thence 


EU Men p'+q 
T| 4 Yı 1 -p’q’ 
writing 2+y = 1@, we have 
ent r 1 2 Ei b) 2_ 2 
sny= -, thatis q= € nn or = En that is + -—=|, 
dnz Y1+p? l+p 1—p?’g’ 
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and thus to the line e+y= 1%, there corresponds the eirele 3 +yi—1=0. 
More preeisely to the line CD of figure 4, there corresponds the quarter- 
eircumference CD of figure 5: and similarly to DA, AB and BC of figure 4 
the remaining quarter-ceireumferences DA, AB, BC of figure 5; that is to 
the whole boundary of the square in figure 4 there corresponds the whole 
eireumference of the eirele in figure 5. 

14. To any line in figure 4 parallel to the axis Ox or to the 
axis Oy there corresponds in figure 5 a bieireular quartie of the form 
2, +y—-2Ar,—2By—1l= 0. The investigation is substantially the same 
as that contained in No. 12, and need not be here given. But it is re- 
markable that also to any line of figure 4 parallel to a side of the square 
(that is to any line z+y =) there corresponds in. figure 5 a bieireular 
quartie of the like form (for the sides of the square, or lines ty = +1@® 
of figure 4, this bieireular quartic becomes the twice repeated eircle 
z+y,—1=0 of figure 5, which is the result just obtained in No. 13). | 
investigate this result as follows. Writing as in No. 13, 

snle=p, snliy = isnly = ig, 
we have as above 
ER . Ar a _ qVi—-p‘ 


1—p?gq’ ’ ae 1—p?q? 


p’+gq’ t 
1—p’g? 
Now assuming between x and y the relation 2&+y=(C, and writing snlC = e 


c, ‚ and thence zi+y; = 


this gives 
„ — piil—g'+avYl—p 
I-+p:’q? ’ 
and to obtain the required eurve we must between these equations (three 
independent equations) eliminate p and q. We have 
pyi—qg'+qV1—p‘ 


24 Yı zu 1—p’gq? 


I 


and consequently 
A4pg)e = A-pfa)aıtyı), 
or writing for convenience 42 = 1—p’g’, this equation gives 
iA 
2, ty, te 


Hence Az, = pVYi1—g‘, 2yı = qY1—p*, or as these equations may be written 
Dei = P-A-9g, 
Fy = -1-29p+ q; 
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and from these equations obtaining the expressions for p’ and g’, and thence 
the expression for p’q’, = 1-2, we find after some easy reduetions 


Saunen Re 52 
(a+ty) 14, og my = Rn B) 


But we have 
m 4c? 
i-R " he’ 
or substituting this value the equation becomes 


day _ tw 4 
„2 


it y) 4 (2, +y,)’—e‘ h c ’ 


that is 
(z,+9,)' 
Zi 


a Net’ +4eeig = 0. 


Writing for a moment z&+y;, =P, xz,y, = (, this is 
Ä 1 | an? 
IP, (P+20)\|P+20- +40 = 0, 
an equation which contains the factor P+2Q, or throwing this out, the 
equation becomes after an easy reduction 
2 2 _ 1 
(P-1+A-O))P-20-—(P+2O)) = 0, 
that is 
’ 2 ' „2 1 ze 
(ty -D’+A- a) — - ty), = U, 


the required equation. 'T'ransforming through an angle of 45° by writing 
kn 2, +Y, 2, 
IT| — 7, b) Yı — 75, 
r: Y= 
(where observe that the axis of x, is the line FH of figure 5), the equation 
becomes 
2 2 2 > fi y, l fi I 
(+y-1+A-e)(2y3- 722) = 0, 
or writing c=c0sy and therefore 1—c’ = sin’y, this equation becomes 


) 
2 2\2 na 2 Dnanata 2 1 < 
(234 Y;) je: cos?y 25 —2C0s yya+l — ), 


a curve consisting of two indented ovals situate symmetrically in regard 
to the axis Fy, of figure 5. In fact writing in the equation = (0 we 
have for x; two real positive values, but writing ©, = (0 we have for g; 
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two imaginary values. For =0 the equation becomes 
tat ya = 0, 
that is, we have the eirele &-+9—1=0 twice repeated. One of the ovals 
is shown in figure 5; the portion of it Iying within the eirele agrees with 
Schwarz's figure p. 113, turning this round through an angle of 45". 
For the lines 2&-y=( of figure 4 we have in figure 5 the same 
system of bieireular quartics turned round through an angle of 90". 


11. 


15. I consider the general problem of the orthomorphosis of a eirele 
into a eirele: we can for the transformation of the eireumference of the 
eirele #’+y’—1=0 into that of the eirele &+y}—1=0, find a formula in- 
volving an arbitrary funetion or (what is the same thing) an indefinite 
number of arbitrary constants. In fact writing for shortness 3 = r-+Hiy, 
3, = 2, +iy,, and z, z, for the eonjugate functions z—iy, z,—iy,; also (3) 
for a funetion of z involving in general imaginary coefficients a-+ib, ete., 
and g(z) for the like function with the eonjugate coeffiecients a—ib, ete.; 
then if we assume 


(2) 


— Ber 1 % 


where m is any positive or negative integer, this implies 
ya) . 
sh u, 
2" ) 
F 


eonsequently, if 2+y—1l=0, that is 3zz3= 1, or 3= —, we have 


(2) el) ' 


% 


3, = 


9) 2, 


= >= 
n 1 7 

( „) 9%) 

or 33, —=1, that s atyi—1=0. 

In a slightly different form, taking «, P, ete. to denote any imagi- 


nary quantities, and «, P, ... the eonjugate quantities; assuming 
p(3) = (3-a)(3—P)..-, 
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and taking m for the number of factors, we have 


(2—a)(2—P)... 
(1— az)(1—P%2)... 


1 = 


and then (repeating the demonstration) we have 


(3— a)\(2—P)... 
(1—eaz)(1—P2)... 


. 26 \ l 
which writing therein 3 = -, becomes 


1 1 
“ 5-95 -2)- _ A-a)(-B)... 1 
65 (1— Ye SE: ’ - (2 -a)(s—P)... 


2, 


«. 


| ep l 1 
and consequently f 3=—, then also z,= _- as before. 
- u‘ 


r i A A : 
We may in the expression for z, introduce a factor —, or what is 
“ A 


the same thing a factor A which is such that AA=1. In partieular we 
thus have the solution 


£ A(s—e) 
“ı = 4 
(1—-az) 
giving 
A@— a) 
5 ( N 
l— az 
which for zz = 1 becomes 
A(l—az) 
we... — a ’ 


so that (AA being = 1) this gives 3,3, = 1. 

16. "This is a solution with three arbitrary eonstants, viz. A (which 
may be put = cosA-+isink) is a single arbitrary constant, and «, a-+t-ib 
is two arbitrary eonstants; and these constants may be so determined that 
a given point in the interior of the one eircle, and a given point on the 
eireumference thereof shall eorrespond respeetively to a given point in the 
interior of the other eircle and to a given point on the eireumference 
thereof. According to a well known theorem of Riemann's, any two simply 
connected areas included within given closed curves respectively may be 


made to correspond to each other, and that in one way only, under the 
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foregoing conditions as to a pair of interior points and a pair of boundary 
points: and we have in what just precedes the solution of the problem in 
the case of two equal eircles. 

17. In the case of any other solution, we thus know that the 
correspondence between the two eircumferences cannot and does not imply 
a (1,1) correspondence between the areas of the two eireles: but it is 
interesting to enquire what happens. I take a very particular case 


„— 369 

 # “ 
and therefore 

. 3(3—2) 

3, = e N 


and consequently 


2313°—2(2+2)+4} 
1—2(2+2) + 432 


that is 

2 Er 

ee error ug 
so that writing = +y—1l=0 we have &+y}—1=0, a correspondence of 
the two eircumferences. But to the eireumference zi+y;—1 = 0 there corre- 
sponds not only the eireumference z’+y’—1=0, but another eircumference. 
In fact writing z/+y; = 1, we have 

Ka’ +y)—4a+l = (ty) —4r+4), 

that is 

(ty) —4rla+y)+4e—1 = (0, 
or 

@H4y—-1@+y’—-Ac+l) = 0, 
and there is thus the other eirele 
z+y—4a+1=0, or say (2) +y—-3=0, 

viz. this is a eirele, coordinates of centre (2,0) and radius = 3, eutting the 
eirele @&+y—1l=0 in two real points. Referring to the figures 6 (xy) and 
7 (z,y,), and observing that (2, =0, yı =), that is 3, =0, gives 3=(), or 
3=2, that is the points (e=0, y=0) and (r=2, y=0), we see that to 
the centre O in figure 7, there correspond in figure 6 the points 0, M 
which are the centres of the two eircles. To any small closed curve, or 


1e 
ıd 
or 
to 
M 
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say any small eirele surrounding the point 0 of figure 7, there eorrespond 
in figure 6 small closed eurves surrounding the points O, M respectively: 
and if in figure 7 the radius of the eirele eontinually increases and be- 
comes nearly equal to unity, the closed curves of figure 6 continually in- 
erease, changing at the same time their forms, and assume the forms shown 
by the dotted lines of figure 6. It thus appears that to the whole area of 
the eirele &+y;—1l=0 of figure 7, there correspond the two lunes ACB 
and ABD of figure 6 or if we attend only to the area included within the 
eirele e+y—1l=0 of this figure then there eorresponds not the whole 
area of this eirele, but only the area of the June ACB: and thus that the 


f 


- - 
= Es 


assumed relation 7) | — establishes in fact an orthomorphosis of the 
—u.. 


eirele 2-+y;—1l=0, and the June ACB inside the eircle e+y—1l=0 and 
outside the eirele (r—2) +y—3=0. It may be added that to the infinite 
area outside the eirele + Yı- 1=V0 of figure ‘, there eorrespond in horure 
6 first the area of the lense Ab common to the two eireles, and secondly 
the area outside the two eireles: we have thus an orthomorphosis of the 
area outside the eirele &+y—1 = 0 into these two areas respeetivelv. 

A somewhat more elegant example would have been that of the 
eorrespondence 


1—y2z 
here, corresponding to the eireumference 2)+9y,—1=0, we have the two 
equal eireumferences 2 +y —1=0, and (r—YV2) -+y’—1=0, and to the whole 


area of the eircle 83 +y,—1=0, there eorrespond two equal lunes ACB 


and ABD. 
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Ueber die positiven quadratischen Formen und 
über kettenbruchähnliche Algorithmen. 


(Von Herrn Hermann Minkowski in Bonn.) 


Die wesentlich positiven quadratischen Formen verdienen und ge- 
statten eine besondere Behandlung durch den Umstand, dass sie die ein- 
fachsten Formen sind, bei welehen durch den Werth der Form zugleich 
die Werthe sämmtlicher Veränderlichen begrenzt sind. Aus diesem Grunde 
erscheinen sie als ein naturgemässes Hülfsmittel für die Untersuchung von 
Reihen disereter Grössen, und in diesem Sinne sind sie namentlich von 
Ilerın Hermite zu wiederholten Malen mit bedeutendem Erfolge verwendet 
worden. 

Wenn ihren Coefficienten auch ganz beliebige reelle Werthe, nieht 
durchaus rationale beigelegt werden, so stellen sie doch immer geeignete 
Formen für Zahlen vor, d.h. es hat einen Sinn, die Unbestimmten in ihnen 
auf die Reihe der ganzen Zahlen zu beschränken. Bei einer solehen Aut- 
fassung können diese Formen im Speeiellen als der analytische Ausdruck 
gewisser einfacher geometrischer Gebilde gelten, der parallelepipediseh an- 
geordneten regelmässigen Punktsysteme, und es müssen irgend zwei Formen 
als äquivalent betrachtet werden, welche aus einander durch lineare Sub- 
stitutionen mit ganzzahligen Coeffieienten und von einer Determinante +1 
hervorgehen. 

Nun entsteht die Aufgabe, eine Vereinigung äquivalenter Formen, 
eine Klasse, vollständig durch Invarianten zu charakterisiren. Erst für 
binäre Formen hat durch die Untersuchungen von Herrn Kronecker diese 
Aufgabe insofern eine vollkommene Lösung gefunden, als hier in hinreiehen- 
der Anzahl invariante Bildungen als explieite Funetionen eines beliebigen 
Elements der Klasse und in einer Gestalt, welche die Invarianteneigen- 


schaft unmittelbar in Evidenz treten lässt, gewonnen sind. Aehnliche Aut- 
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sehlüsse hinsichtlich der Formen mit höherer Variabelnzahl mögen aus den 
jüngsten Arbeiten dieses Forschers zu erwarten sein. 

Indess ist die genannte Aufgabe einer Lösung noch in einem anderen 
Sinne fähig. Gelingt es, aus den unendlich vielen Formen einer Klasse 
dureh bestimmte Bedingungen eine einzige auszusondern, so stellt eine 
solehe sogenannte redueirte Form gewissermassen ebenfalls ein vollstän- 
diges Invariantensystem der Klasse vor, nur dass der Ausdruck dieses 
Systems von irgend einer gegebenen Form der Klasse aus jedesmal erst 
durch ein gewisses besonderes Verfahren (das dafür aber nur arithmetische 
Operationen in beschränkter Zahl erfordern darf) hergeleitet werden kann. 

In soleher Art hat Zagrange*) die Theorie der binären quadratischen 
Formen in Angriff genommen und zu einem glänzenden Abschlusse gebracht. 
Seine Resultate über die definiten Formen erhielten durch Legendre**) eine 
Fassung, welche wohl auf ihre Verallgemeinerungsfähigkeit hinweisen konnte. 


Aus der fünften Section der „Disquisitiones arithmetieae" entnahm 


>, 


Seeber***) die Anregung zu einem Studium der analogen Fragen betreffs 
der ternären definiten Formen. Seine äusserst miühsame und nicht erfolg- 
lose Arbeit fand eine angemessene Würdigung in einer von Gausst) her- 
rührenden, höchst bemerkenswerthen Anzeige. Namentlich durch zweierlei 
ist diese Anzeige ausgezeichnet: einmal dureh den Hinweis auf das von 
uns schon erwähnte geometrische Aequivalent einer Klasse von positiven 
quadratischen Formen, dann durch eine eigenthümliche Identität, mittels deren 
eine wichtige, von Seeber nur durch Induetion gefundene Grenze für die 
Uoefficienten seiner redueirten Formen direet in Erscheinung tritt. 

Die beschwerliche Methode und die verwickelten Beweise von Seeber 
veranlassten DörichletyY), für:den das nicht Einfache überall nur ein Zeichen 
des Unvollkommenen war, zu einer von Grund aus neuen Behandlung, bei 


welcher er besonders auch dureh die von Gauss nur mehr in ihren Um- 


*) Recherches d’ Arithmetique. Mem. de V’Acad. de Berlin. 1775. 


de L. T. III. p. 695.) 


Theorie des Nombres, 5” ed. T. 1. $ VII. 


P- I). U)euvres 


*) Untersuchungen über die Eigenschaften der positiven ternären quadratischen 
Formen. NYreiburg im Breisgau. 1831. 


’ 
- 


r) Göttingische gelehrte Anzeigen, Jahre. 1831. 2. S. 1065 (auch: dieses Journal 
31. 20. S. 312 und: Werke, Bd. II. S. 188). 


=... 


r) Ueber die Reduction der positiven quadratischen Formen mit drei unbestimmten 
ganzen Zahlen, dieses Journal Bd. 40. 1850. S. 209. 


‘ ı % 
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issen angedeutete geometrische Einkleidung eine ausserordentliche Dureh- 
sichtigkeit erzielte. Der grosse Fortschritt von Dirichlet bestand darin, dass 
er nieht mit dem schwerfälligen rechnerischen Ausdrucke der ‚Ungleichun- 
gen operirte, durch welehe Seeber redueirte Formen definirt hatte, sondern 
init deren wohlerkannter innerer Bedeutung, welche darauf hinausging, die 
redueirte Form von gewissen in dem zugehörigen Punktsysteme vorkom- 
menden kleinsten Entfernungen abhängig zu machen. 

Dasselbe ebenso einfache, wie sachgemässe Prineip, doch in rein 
arithmetischer Fassung, befolgte Herr Hermite*) in seinen zahlentheoretischen 
Briefen an Jacobi, welche in demselben Bande dieses Journals gedruck! 
sind, in dem die ausführlichere Darstellung Dirichlets nach einem bereit: 
vorher im Monatsbericht der Akademie (Jahrg. 1848) gegebenen Auszuge eı 
schien. Die Untersuchungen von Herrn Hermite beziehen sich auf Formen mit 
beliebiger Variabelnzahl; sie beginnen mit der Aufstellung des Fundamental- 
satzes der Ieduetion, wonach die kleinste, durch eine positive quadratisch: 
Form von » Variabeln mittelst ganzer Zahlen darstellbare, von Null verschie 
dene Grösse in ihrem dimensionslosen Verhältniss zur »ten Wurzel aus deı 
Determinante der Form niemals einen gewissen, nur von der Zahl » abhängi- 
ven Betrag übersteigt; und sie stellen sich in ihrem Verlaufe als ein un- 
unterbrochenes Zeugniss für die Fruchtbarkeit dieses Satzes in fast jedem 
Abschnitte der Zahlenlehre dar; es seien nur die Anwendungen auf Ketten- 
brüche, eomplexe Einheiten und approximative Auflösung von Gleichungen 
hervorgehoben. 

Insbesondere ergiebt sich aus jenem Satze mit Leichtigkeit und noch 
auf mannigfache Weise die Endlichkeit der Klassenanzahl bei Beschränkung 
auf ganzzahlige Werthe der Coeffieienten und einen festen ganzzahligen 
Werth der Determinante. Für diese speeielle Folgerung musste offenbar 
bereits ein Verfahren genügen, um aus jeder Klasse überhaupt nur eine 
endliche Anzahl von Formen, nicht gerade eine einzige auszusondern. 
Eine werthvolle Ergänzung lieferte deshalb Herr Camille Jordan**) dureh 
den Nachweis, dass bei gewissen Festsetzungen wenigstens eine bloss von 
der Variabelnzahl abhängige Grenze für die Anzahl der im Maximum 
aus einer Klasse ausgesonderten Formen besteht, indem überhaupt die Sub- 


*) Dieses Journal, Bd. 40. 1850. S. 261-315. 


“*) MHömoire sur lequivalence des formes. Journ. de l’Ecole Polyt. T. XXIX. Cah. 4> 
1880. p. 111. 
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stitutionen, durch welche die ausgesonderten Formen in einander bei Aequi 
valenz oder in sich selbst übergehen könnten, von vornherein mit der Va 
riabelnzahl und zwar in beschränkter Anzahl angewiesen erscheinen. 

Neue Gesichtspunkte eröffneten Korkine und Zolotareff”), indem sie 
jene besonderen Formen heranzogen und bis zur Variabelnzahl fünf voll- 
ständig bestimmten, für welche das in dem Fundamentalsatze von Hermit« 
eenannte Verhältniss (des durch ganze Zahlen erreichbaren Minimum zu 
nten Wurzel aus der Determinante) ein Maximum ist. 

In dem vorliegenden Aufsatze versuche ich hauptsächlich, gewiss: 
Liieken auszufüllen, welche sich in der T’heorie der positiven quadratischen 
Formen gegenwärtig noch fühlbar machen. So geht bei den bisher einge- 
führten redueirten Formen mit höheren Variabelnanzahlen der den ursprüng 
liehen binären reducirten Formen von Lagrange innewohnende Uharakteı 
verloren, durch eine Reihe von linearen Ungleichungen in den Coefficienten 
definirt zu sein. Es erscheint mir aber theoretisch als eine 'T’hatsache von 
vanz hervorragender Bedeutung, dass man im Stande ist, aus der In(n+-1 
fachen Mamnigfaltigkeit, in welcher eine jede quadratische Form von n 
Variabeln durch einen Punkt, unter Zugrundelegung der Werthe der Coeffhi 
eienten als Coordinaten, repräsentirt wird, aus dieser Mannigfaltigskeit mit 
Hülfe einer beschränkten Anzahl von lauter ebenen (J42(»-+-1)—1)-fachen 
Mannigfaltigkeiten ein zusammenhängendes Gebiet abzugrenzen, in welchem 
- die Grenzen sind nur theilweise miteinzureehnen — jeder Punkt je eine 
Klasse von positiven Formen vertritt, und jede solche Klasse auch einmal 
und nur einmal vertreten ist. 

Ein solches Gebiet wird dureh die (4»(»+1)—1)-fache Mannigfaltig- 
keit aller Formen von einer festen positiven, im Uebrigen beliebigen Determi 
nante in zwei Theile geschieden, von denen der am Nullpunkt befindliche 
einen endlichen Inhalt hat. Der Ausdruck dieses Inhalts wird hier allgemein 
mitgetheilt. Es steht dieser Inhalt mit interessanten mittleren Werthen der 
Zahlentheorie im Zusammenhang. 

Die Ueberführung irgend einer gegebenen Form in eine redueirte 
muss durch ausschliessliche Verwendung einer beschränkten Zahl a priori 
anzuweisender Operationen geleistet werden können, und die Ausgangstorm 
darf jedesmal nur in Bezug auf Reihenfolge und Wiederholung der Ope- 


*) Math. Annalen Bd. 6. 1873. S. 366 und Bd. 11. 1877. S. 242. 
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rationen massgebend sein; dieser berechtigten Forderung wird hier genügt 
werden. 

Mit Hülfe einer auch auf Formen mit mehr als drei Veränderlichen 
iibertragenen geometrischen Ausdrucksweise gelingt es, den Fundamental- 
satz von Hermite über das Minimum einer positiven quadratischen Form 
nicht allein als in gewissem Sinne evident hinzustellen, sondern auch die 
in diesem Satze und in Erweiterungen desselben benöthigten Grenzen den 
bisher angezeigten gegenüber beträchtlich zu verengern. Dadurch werden 
dann neue, folgenreiche Anwendungen dieses Satzes möglich. — 


1. 
Die Grundeigenschaft der wesentlieh positiven quadratischen Formen. 

Kine wesentlich positive quadratische Form kann nur für eine endliche 
Anzahl von ganzzahligen Werthsystemen ihrer Veränderlichen Werthe anneh- 
men, die eine gegebene Grösse nicht überschreiten. 

Denn eine solche Form f mit » Variabeln z,, z,. ... x, ist bekannt- 
lich immer als Summe der Quadrate von » unabhängigen reellen Linear- 
formen ihrer Variabeln darstellbar: 


(1°) 5, = Nat Nat Ha, Il > 0 (b=1,2,...n), 
Eine Ungleichung f — @ mit positivem @ hat nun für jede der Linear- 
formen abs. &, VG zur Folge. Lautet die Auflösung dieser Formen nach 
ihren Variabeln: 

er) 2,3 9,6 Pan$3H ep, & BE, 2%..0. 
so muss daher 

abs. Y@(abs. Pu, abs. pt abs. Pr) such 
sein. Diesem Systeme von Ungleichungen können aber nur eine endliche 
Anzahl von ganzzahligen Systemen 7,, 7, ... x, entsprechen. Natürlich 


n 


brauchen diese dann nicht sämmtlich ein f(@,,®,...2,) = @ zu ergeben. 


-) 
ud * 
Die geometrische Interpretation der wesentlich positiven quadratischen Formen. 


In einer ebenen »-fachen Mannigfaltigkeit mögen die Werthe der 


Linearformen &, &, ... S, solehe Coordinaten für einen veränderlichen 








en; 
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Punkt P abgeben, dass das Quadrat des von P ausgehenden Linearelements 
durch die Summe der Quadrate der Differentiale dS,, d&,, ... d&, ausge- 
drückt erscheint. Der Nullpunkt der so vorausgesetzten rechtwinkligen 
Coordinaten heisse O0. Jedem Werthsysteme der Variabeln &,. m, ... z, 
entspricht gemäss (1°) ein Werthsystem &,, &, ... $,, und kommt jetzt ein 
Punkt P zu; die Form f(z,. z,,...x,) stellt offenbar das Quadrat der Ent- 
fernung dieses Punktes P von dem festen Nullpunkte O dar. 

Welche Punkte gehören nun den ganzzahligen Systemen x. ,, ... € 
an? Um diese Punkte zu finden, hat man zuvörderst diejenigen » Punkte 
P.. P:, ... P, kenntlich zu machen, für welche jedesmal eine der n Grüssen 
2, 2a, ... x, den Werth 1 und die anderen »—1 den Werth Null haben. 
Liegen diese » Punkte vom Nullpunkte O0 beziehlich um die Strecken 
Di, Pa, -.. pP, ab, so wird der Punkt, welcher einem willkürlich gewählten 
Systeme 7,, &,, ... x, angehört, gefunden, indem man vom Nullpunkte aus 
die Strecke 

Pe +pr + rPp,r 
eonstruirt, wobei die Additionen in geometrischem Sinne zu verstehen sind. 

Hiernach würde man folgendermassen zu den sämmtlichen Punkten 
mit ganzzahligen Bestimmungsstücken z,, ©. ... x, gelangen können: Man 
stelle in die am Punkte O von den dort ausgehenden » Streeken p,, P., ... P 
sebildete »-kantige Ecke — das Vorhandensein einer solchen wirklichen 
Keke ist die Folge der Unabhängigkeit der Gleichungen (1%) — ein mit 
diesen n Strecken als Kanten eonstruirtes »-dimensionales Parallelepipedum. 
Von den 2» (n—1)-dimensionalen Begrenzungsebenen dieses Parallelepipedum 
wollen wir die » durch den Punkt O nieht hindurehgehenden in ihrer ganzen 
Ausdehnung, d. h. mit allen ‘ihren Grenzlinien verschiedener Dimensionen. 
also im Besonderen mit allen übrigen Eekpunkten, als nicht mehr zu dem 
Bereiche des Parallelepipedum gehörig betrachten; in ähnlichem Sinne wollen 
wir uns auch künftighin den Bereich jedes irgend einmal vorkommenden 
Parallelepipedum festgesetzt denken. An jede der 2» Begrenzungsflächen 
dieses Grundparallelepipedum lege man gleichgerichtet ein vollkommen 
gleiches Parallelepipedum, an die noch freien Begrenzungsflächen dieser 
Parallelepipedä wieder ein gleiches, und dieses Verfahren denke man sich 
unbegrenzt fortgesetzt. Dann finden sich die gesuchten Punkte in den ein- 
zelnen Hauptecken dieser nach einander eonstruirten Parailelepipeda. 


Das vollständige System dieser Punkte mit ganzzahligen Bestim- 








284 Minkowski, über die positiven quadratischen Formen. 


mungsstücken #,., 2, .... x, Ist um jeden einzelnen seiner Punkte in gleicher 
Weise gelagert. Wir nennen es deshalb ein regelmässiges Punktsystem. 
Wir werden ein solches System mitunter einfach mit dem Buchstaben ® 
ohne weiteren Zusatz, oder wenn die Dimension des Systems kenntlich ge- 
macht werden soll, mit 3" bezeichnen. Ein System ® besetzt nach irgend 
einer Parallelverschiebung entweder vollständig neue Punkte oder tritt 
wieder ganz in die anfänglichen Lagen seiner Punkte ein. 

Da die zu construirenden Parallelepipeda den ganzen vorausgesetzten 
»-dimensionalen Raum lückenlos erfüllen werden, und da sie überdies nach 
den Punkten des Systems zählbar, d. h. ihnen eindeutig zugeordnet sind 
nach unseren Festsetzungen über den Bereich dieser Parallelepipeda ist ein 
jeder Punkt des Raumes einem und nur einem der Parallepipeda zuzuthei- 
len —., so wird innerhalb eines, überallhin gleichmässig ins Unendliche aus- 
sedehnten Gebiets (man denke beispielsweise an einen »-dimensionalen 
Wiirfel mit unendlich grosser Kante) im Durchschnitt ein Punkt des Systems 
auf einen haumtheil gleich dem Volumen des Grundparallelepipedum kom- 
men. In der Maasszahl dieses Volumens erkennen wir hiernach eine für 
das Punktsystem an sich charakteristische und von der Wahl des Gerüsts. 
dureh welches wir die Punkte verbunden haben, völlig unabhängige Uon- 
stante; und den reeiproken Werth dieser Maasszahl werden wir passend 
als die mittlere Dichtigkeit des Punktsystems bezeichnen können. 

Zu jedem Punktsysteme giebt es offenbar ein geometrisch ähnliches 
Punktsystem von der mittleren Dichtigkeit 1. 


>. 
Erneuter Beweis der Grundeigenschaft. 

Die in 1. bewiesene Grundeigenschaft der wesentlich positiven qua- 
dratischen Formen lässt sich nun auch leicht: geometrisch einsehen. 

Die gesammten Begrenzungsflächen der vorhin eonstruirt gedachten 
Parallelepipeda sind enthalten in z verschiedenen Schaaren von lauter 
parallelen und äquidistanten (a—1)-dimensionalen Ebenen, als deren Durch- 
schnitte eben die Punkte unseres Systems sich ergeben. Die Distanzen in 
den einzelnen Schaaren werden durch die » Höhen des Grundparallelepi- 
pedum geliefert; die Längen dieser Höhen mögen h,, h., ... h, heissen. 

In jeder einzelnen Schaar sind die Elemente nach einer bestimmten 


der » Zahlen x. x, ... x, zu numeriren. Im Nulipunkte O0 kreuzen sich 
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die Nullelemente aller Schaaren; in einem Punkte P mit ganzzahligen Be- 
stimmungsstücken &,, 7;, ... x, das r,te Element der ersten, das ©,te der 
zweiten, ... das xz,te der »ten Schaar. Nun kann der Abstand OP nicht 
kleiner sein als der senkrechte Abstand zweier dureh O und P gehenden 
(a—1)-dimensionalen Parallelebenen. Soll also der Abstand OP eine 


bene Länge Y@ nieht überschreiten, d. h. soll: 


gege- 
Kan. 28 
sein, so müssen um so mehr die Ungleichungen statthaben: 
(3.) h,abs.2,_V/@G (a=1,2,...n), 
und diesen kann wieder nur eine beschränkte Anzahl von 
genügen. 


sanzen Zahlen 


4, 

Positive quadratische Form und Parallelepipedum. 

Die mit Ausnahme des Falles »—= 1 immer vorhandene Willkür in 

der Darstellung einer positiven quadratischen Form f als Summe von n 
(Juadraten linearer Formen betrifft geometrisch nur die Neigung der Ele- 
mentarparallelepipeda gegen die rechtwinkligen Coordinatenaxen, auf welchen 
die linearen Formen ihre Auslegung finden: es sind nämlich die Projee- 
tionen der Strecken p, auf die Axen der &, &,... &, genau die Coefficien- 
ten 77,,, Ay, ... 77, der zugehörigen Variablen x, in den linearen Formen 
Die Figur des Elementarparallelepipedum, ohne Rücksicht auf ihre 
Stellung im vorausgesetzten »-dimensionalen Raume, aber mit Kennzeich- 
nung ihrer Ursprungsecke und der Reihenfolge der Kanten an dieser Ecke, 
bestimmt eindeutig den Ausdruck der Form f in ihren Coeffieienten. 


Soll 
dieser: 


1; 2 FT 
(4.) f = 299,8: ( un 


Jah — Iba, * : 
lauten, so bedeutet jedesmal ein Coeffieient q,, mit gleichen Indices das Quadrat 
der Länge der Strecke p,, und ein Coefficient q,, mit verschiedenen Indices 
das Product aus den Längen der Streeken p, und p, und dem Cosinus des 
Neigungswinkels dieser Strecken. Ferner bedeuten: 1) 


der Form, |q„| = 5, das Quadrat des Inhalts des Parallelepipedum, 2) die 


die Determinante 


oA hr 
5 die Quadrate der Inhalte seiner 
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symmetrischen Unterdeterminanten 
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paarweise einander gleichen Begrenzungsebenen, so dass für die » Höhen 
des Parallelepipedum die Ausdrücke resultiren: 


h. = 1) (a=1,2%,...n). 


Er 
10, Tau 


Alle diese Beziehungen sind am einfachsten durch ein Zurückgehen auf 
das rechtwinklige Coordinatensystem der &, &, ... $, einzusehen, werden 
übrigens sofort noch klarer hervortreten. 

Umgekehrt gehören dagegen zur gegebenen wesentlich positiven Form 
f 4) in dem gleichen Raume von x Dimensionen immer zwei verschiedene 
Arten von »-kantigen begrenzten Ecken, und dementsprechende Parallelepi- 
peda. Denn zunächst haben wir jedenfalls in 2. eine solche Art gefunden. 
und zwar auf Grund irgend einer Darstellung von fals Summe der Quadrate 
von n linearen Formen. Um das dabei angewandte Verfahren beschreiben zu 
können, ohne auf die Bedeutung der S-Coordinaten wieder eingehen zu müssen. 


wollen wir uns auf den positiven Seiten der rechtwinkligen Coordinaten- 


axen der &, &, ... $, die a Punkte E,,E;,... E, markirt denken, welche 


in der Einheit der Entfernung von O abliegen, und die geometrischen 


Streeken nach diesen Punkten mit e,. 


„bezeichnen. Dann entsteht 


die erste, zur Form f gehörige Ecke O(P,P;...P,) aus 2. einfach, indem 


rim rıı 


in O die Streeken: 


(4 . N, _ 6,4 T,,8&-+ *'* -7tI # (? ri SZ 


angefügt werden. Der günstige Erfolg dieser Operation lässt sich am 
besten mit llülfe einer von Grassmann eingeführten Symbolik übersehen: Das 
Produet aus den Längen zweier Streeken I und nı und dem Cosinus ihres 
Neigungswinkels mag das innere Produet dieser Strecken heissen und [m 
geschrieben werden. Offenbar‘ gilt für diese Art von Multiplieation neben 
den Regeln e,je,=1, e,/,, = 0 (ab) das distributive Gesetz, und daraus 
geht sofort P,|P, = q., hervor. Andererseits aber folgt allein aus den Be- 
ziehungen P,|P, = q., Sowie man mit Hülfe der aus (1”.) entnommenen 
Coetficienten 2 Strecken: 


(4°.) e = Papıt Pop . PonPrn (a=1,2,...n) 


bildet, mit Nothwendigkeit: e,|e,= 1, e,j6, =V(a>b), und also jedesmal eine 
rechtwinklige Ecke mit » Kanten gleich der Längeneinheit. 
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Von solchen rechtwinkligen Ecken giebt es nun in einem Raume 
von n» Dimensionen (genau so wie im speciellen Falle » = 3) immer zwei 
Arten, die innerhalb dieses Raumes nicht in allen ihren entsprechenden 
Kanten zugleich zur Deekung zu bringen sind. Eine Art können wir als 
durch die Ecke O(E,E;,...E,) der Coordinatenaxen definirt betrachten. Dann 
entsteht die zweite Art durch Spiegelung dieser Eeke an irgend einer 
”»—1)-dimensionalen Ebene, und durch die nämliehe Spiegelung muss aus 
der zuerst gefundenen Ecke O(P,P,...P,) eine zweite zu f gehörige Ecke 
hervorgehen. Der Spiegelung an einer Ebene: 


is: P38,- ... (£.$, — () 
entspricht die Umwandlung der Coefficienten 7, in: 


n 3 21,9, + 07»9,+ + AP 
\ Yytry tt 


( f 1 


Man überzeugt sich leicht, dass dabei die Quadratsumme der linearen For- 
men &, &, ... £, den Ausdruck f ungeändert beibehält, die Determinante 
I7,,| hingegen in den entgegengesetzten Werth übergeht, was eben das 
Zeichen dafür ist, dass in der 'I’hat eine Ecke neuer Art gewonnen ist. 
Ueberhaupt können wir nämlich in » Dimensionen zwei Arten von n- 
kantigen wirklichen Ecken unterscheiden, in diesem Sinne: »-kantige Keken 
eleicher Art sind durch eontinuirliche Abänderungen, ohne dass sie aufhören, 
wirkliche Ecken zu bleiben, zum Zusammenfallen in allen ihren entsprechen- 
den Kanten zu bringen; bei »-kantigen Ecken ungleicher Art ist solches nicht 
möglich. Dass » Strecken P,, P,, ... p, eine wirkliche Keke bilden, heisst 
soviel, wie dass sie auf ein Parallelepipedum von nichtverschwindendem 
»-dimensionalem Inhalte führen. Den fraglichen Inhalt können wir als 
eine Art von Produet auffassen und p,»,...p, schreiben. Wir haben es als- 
dann mit der sogenannten äusseren Multiplication von Strecken zu thun (es 
ist das wieder eine Bezeichnung von Grassmann), für welche neben dem 
distributiven und dem associativen Gesetze offenbar die Regel eilt, dass das 
Product einer Strecke in sich selbst Null ist, woraus für zwei Strecken | 


und m durch Betrachtung von (I+m)(l+m) sich Im = — ml ergiebt; und mit 
Hülfe dieser Kegeln folgt aus (4.): p,P....p, = |7,|&&...e,. Das Nichtver- 


- einer wirk- 


1g 


schwinden der Determinante |7,,| ist hiernach für die Bilduı 
lichen Eeke charakteristisch, und nach dem Vorzeichen dieser Determinante 
richtet sich dann, wie man leicht einsieht, die Art der Ecke. 


IT 
Dı 
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In dem aus einer Eeke (P,,P.,...p,) folgenden Parallelepipedum be- 
findet sich der betreffenden Ecke diametral gegenüber eine Ecke mit den 
Kanten —P,, —P, ... —Pp,; diese zweite Ecke gehört offenbar zu der- 
selben quadratischen Form, ergiebt aber bei ungeradem » ein entgegenge- 
setztes Kantenproduet. Bei ungeradem » sind demnach die Parallelepipeda, 
welehe aus zwei zusammengehörigen Ecken ungleicher Art entstehen. 
im Wesentlichen identisch, sie erscheinen nur verschieden aufgefasst, wäh- 
rend bei geradem » eine Deekung soleher zweier Parallelepipeda in der 
tegel erst innerhalb eines dimensionsreicheren Raumes zu erzielen sein 
wird. 

Da die quadratische Form f als Ausdruck eines parallelepipedisch 
geordneten, regelmässigen Punktsystems in einem gegebenen Raume, wie 
wir sehen, eine Zweideutigkeit bestehen lässt, so erscheint es vielleicht 
angebrachter, als solehen Ausdruck die lineare Form: 

Pa +90m4++Pp,X. =» 

zu nehmen. In dieser sind die Coeffieienten allerdings nicht reine Zahlen, sie 
bedeuten vielmehr Strecken, bestimmt in Richtung und Länge; aber durch 
ausschliessliche Betrachtung dieser Strecken sind keine weiteren Zahlgrössen 
zu entnehmen, als eben die Coefficienten von f£. Das Volumen p,P....p, 
setzen wir immer als von Null verschieden voraus. Nach der vorhin er- 
klärten Ausdrucksweise würde f als das innere Produet dieser linearen 
Form p in sich selbst, als ihr inneres Quadrat, zu bezeichnen sein. 


- 


J. 
Anschauliche Auslegung des Aequivalenzbegriffs. 

Ist ein, auf irgend eine Weise in parallelepipedischer Anordnung 
gesebenes regelmässiges Punktsystem %”’ noch weiterer solcher Anord- 
nungen fähig? 

Bei jeder solehen Anordnung müsste jeder Punkt des Systems als 
Ausgangspunkt einer, in » anderen Punkten des Systems endenden Ecke 
eines jedesmal gleichen Parallelepipedum erscheinen, in dessen Bereich , — 
wenn die dem Punkte nicht anliegenden Begrenzungsflächen immer vollständig 
ausgeschlossen werden — kein weiterer Punkt des Systems fallen dürfte. 
Verbinden wir also zunächst einen beliebigen Punkt O des Systems mit n 
beliebigen anderen Punkten des Systems, die nur nicht sämmtlich mit O zu- 
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ER 
Fa 








1 


Minkowski, über die positiven quadratischen Formen. 289 


sammen bereits in einer (a—1)-dimensionalen Ebene liegen sollen. Die Strecken 
von O nach diesen » Punkten mögen q,, 9. . . . 9, heissen. Da diese Strecken 
lauter Punkte des Systems verbinden, so werden sie mit den für die gege- 
bene Anordnung charakteristischen Strecken P,, D,, ... pP, durch irgend 
welche Relationen: 

4, = 81,Pı+83P2++8P. B=1,2%,...n) 
mit lauter ganzzahligen Coefficienten s,, verbunden sein, die nur ein nicht- 
verschwindendes Volumen 9,9....q, (d. i. eine nichtverschwindende Deter- 
minante |s,,|) zu ergeben haben; und deshalb wird dann weiter auch jede 
beliebige, von O aus construirte Strecke ,yı+py++4,y, = g mit ganz- 
zahligen Bestimmungsstücken y,, Y, ... y, auf einen Punkt des Systems 
auslaufen müssen. 

Ein von O aus, der eben genannten linearen Form q4 gemäss, in par- 
allelepipedischer Anordnung aufgebautes Punktsystem O wird also ganz in 
dem vorausgesetzten Punktsysteme ®B enthalten sein. Dieses System Q wird 


mit % zusammenfallen, also eine neue parallelepipedische Anordnung von B 


darbieten, wenn die Parallelepipeda von Ö in ihren Bereichen dieselben 
in dem früher festgesetzten Sinne genommen — ausser ihrer jedesmaligen 


Hauptecke keine weiteren Punkte von ® enthalten. Jedenfalls enthält nun 


jedes dieser Parallelepipeda «leichviele Punkte aus ®$, sagen wir s, und 


an lauter entsprechenden Stellen, da die Parallelverschiebungen, durch 
welche O mit sich selbst zur Deekung kommt, ja nichts weiter als ein Theil 
der Deekbewegungen von ® sind. In 2. sahen wir, dass innerhalb eines un- 
endlich grossen »-dimensionalen Würfels aus dem Punktsysteme B im Durch- 
sehnitt ein Punkt auf einen Raumtheil gleieh dem Volumen p,p,...p, kommt. 
und nun sollen offenbar s soleher Punkte im Durchschnitt auf einen Raumtheil 
gleich dem Volumen 9,9:...9, = |s..|PıP>...p, kommen. Mithin kann die Zahl 
s nur den absoluten Werth der Determinante |s,,| vorstellen, und die Bedin- 
gung für eine neue parallelepipedische Anordnung des Punktsystems ® 
lautet: |s,|= +1. Es ist geometrisch evident, dass bei Erfüllung dieser Be- 
dingung umgekehrt auch p,, pP... ... p, als lineare Funetionen von 9. 4. ...0 
lauter ganzzahlige Coefficienten werden aufweisen müssen. 

Die Form g geht aus der Form p = 9,2, +P,2,+---+p,r, vermittelst 
der Substitution: 


IT, = SaYıtsaYyrt ts PER 


hervor, und es ist klar, dass durch dieselbe Substitution aus der quadrati- 
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schen Form p/p = f eine quadratische Form g entsteht, welche als das innere 
(Juadrat von gq erscheinen wird. Die Eigenschaften der zugehörigen Punkt- 
systeme machen es verständlich, dass man die, durch eine solche lineare Sub- 
stitution mit ganzzahligen Coeffieienten aus einer Form f hervorgehende Form 
y als enthalten in der Form f bezeichnet, ebenso, dass man sie der Form f 
äquivalent nennt, wenn die Determinante |s,,| = tl ist. Man spricht von eigent- 
licher oder uneigentlicher Aequivalenz, je nachdem |s,,| = 1 oder = —1 ist, je 
nachdem also die für f und g übereinstimmenden Punktsysteme aus Ecken 
xleicher oder ungleicher Art herzuleiten sind. Da bei ungeradem » vermöge 
der Substitution m, = — Yy, 7 = — Yan ...2,= —y, jede Form sich selbst aueh 
uneigentlich äquivalent ist, so hat diese letztere Unterscheidung nur bei gera- 
dem » einen Werth: natürlich können auch hier unter Umständen Formen 
einander eigentlich und uneigentlich äquivalent zu gleicher Zeit sein. 
Kine Klasse von äquivalenten Formen entspricht nun dem Inbegriti 
aller möglichen parallelepipedischen Anordnungen eines Punktsystems %. 


b. 
\on dem Minimum einer wesentlich positiven quadratischen Form. 

In einem parallelepipedisch geordneten, regelmässigen Punktsvsteme 
25’ denken wir uns um irgend einen Punkt O des Systems als Centrum 
zwei »-dimensionale Kugeln construirt; der Radius der einen sei die Kleinste 
der Höhen des Klementarparallelepipedum, der Radius der anderen die 
kleinste der Längen seiner Kanten. Nach (3.) kann in das Innere der 
ersten Kugel ausser O kein weiterer Punkt des Systems fallen; dagegen 
liegen gewiss zwei solcher Punkte an den linden eines bestimmten Durch- 
messers der zweiten, mithin jedenfalls nicht kleineren Kugel. Nach 1. oder 
3. können wir alle Punkte bestimmen, welche in der Sehiecht zwischen den 
beiden Kugeln, die Begrenzungen mit eingerechnet, sich vorfinden: ihre 
Anzahl ist nach den dortigen Sätzen eine beschränkte. Unter diesen Punk- 
ten werden dann ein oder vielleicht mehrere Paare vorhanden sein, welche 
deni Punkte O0 am nächsten liegen. Die Entfernung dieser nächstgelege- 
nen Punkte von O bezeichnen wir mit YM:; wegen der hegelmässigkeit 
des Punktsystems ist dieses dann überhaupt die kleinste Entfernung zweier 
Punkte, welche im Systeme vorkommt. Zugleich ist M die kleinste, von 
Null verschiedene Grösse, welche dureh die, zur gegebenen Anordnung des 


oanzer Zahlen darstellbar 


Systems gehörige quadratische Form f mittelst & 
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ist; wir nennen M das Minimum dieser Form f. Fast evident erscheint nun 
die folgende wichtige Eigenschaft: 

Die kleinste Entfernung zweier Punkte in einem regelmässigen Punrkt- 
systeme kann nicht einen gewissen, durch die mittlere Dichtigkeit des Systems 
bestimmten Betrag übersteigen. 

Denn denken wir uns um jeden Punkt des Systems einen »-dimen 
sionalen Würfel von der Kante - 'M abgegrenzt, indem wir jedesmal 

n 
den Punkt als Mittelpunkt des Würfels nehmen, — wir können uns etwa 
alle diese Würfel parallel orientirt vorstellen —, so sind die vom Mittel- 
punkte am weitesten abliegenden Punkte eines solchen Würfels jedesmal 
seine Eekpunkte, und die Fintfernung dieser vom Mittelpunkte beträgt das 
\Yn-fache der Kante, also hier 1YM. Wegen der Bedeutung der Länge 
Y'M können daher diese Würfel sich niemals durchdringen, sie können höch- 
stens unter Umständen in ihren Eekpunkten zusammentreffen, müssen im 
Uebrigen aber ausserhalb ihrer Seitenflächen noch einen freien Raum 
zwischen sich lassen. Ziehen wir diesen freien Raum in Betracht, so 
kommt also in einem, überallhin gleichmässig ins Unendlicehe ausgedehnten 
Raume auf einen kaumtheil gleich dem Volumen eines der Würfel im 
P 


Durchschnitt weniger als ein Punkt des Systems. Dieses Volumen muss 


vs 


also nach den Betrachtungen in 2. kleiner sein als das Volumen des Ele- 


mentarparallelepipedum, d. h. wir haben: 


oder: 
(60) M<nvd, 


womit unsere Behauptung erwiesen ist. In dem sehr einfachen Falle » = 1, 
den wir hier stillschweigend übergangen haben, müsste in diesen Formeln 
offenbar das Gleichheitszeichen statt <Z genommen werden. 

Wir haben so den folgenreichen Satz von Herrn Hermite über das 
Minimum einer positiven quadratischen Form in das rechte Licht gesetzt 
und zugleich in »V.7 eine sehr viel engere Grenze für dieses Minimum ge- 


Fe) 


funden, als sie, die kleinsten Zahlen » ausgenommen, bisher bekannt ist 
‘s. unten 10.).. Wir können aber sofort auch diese Grenze noch einschrän- 
ken. Construiren wir nämlich um jeden Punkt des Systems als Mittel- 
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punkt eine »-dimensionale Kugel mit dem Radius 4YM, so müssen auch 
diese, den vorhin eonstruirten Würfeln umschriebenen Kugeln sich gegen- 
seitig vollständig ausschliessen und zwischen sich noch einen freien Raum 
lassen, und es muss also auch das Volumen einer solchen Kugel kleiner 
sein als das Volumen des Elementarparallelepipedum. Nun beträgt das 
Volumen einer »-dimensionalen Kugel vom Radius 1 bekanntlich: 


ra 
n\ 
T(1+ 5 
d.i. je nachdem » gerade oder ungerade ist: 
n n+1 n—1 
n? 2? 
oder 35 . 
2 n DI... 
123--- 


also finden wir: 
7 4 ir / / 
(6°.) l (3)} (4 Y My ee } AM. 
f (j Fin. ) ’ 
27 > 


Durch Benutzung des asymptotischen Ausdrucks der 7/-Function folgt dar- 
aus leicht: 


) / In 
zu | 
M << | nne”\ 4. 
re 
sodass diese zweite (Grenze für das Minimum bei grossen Werthen von n 
>) 
ungefähr das _, = 0,254...fache der früher gefundenen ausmacht. Später 


werden wir noch engere Grenzen für das Minimum kennen lernen. 


i. 
Anwendung auf die Theorie der algebraischen Zahlen. 

Eine der ersten Anwendungen, welche Herr Hermite von der Existenz 
einer Grenze für das Minimum positiver quadratischer Formen gemacht hat. 
betraf die Theorie der algebraischen Zahlen. Die grossen Fortschritte, 
welche auf diesem Gebiete seitdem erzielt sind, und andererseits die im 
Vorhergehenden gefundene natürlichere Grenze für das Minimum ermög- 


lichen es uns, diese Anwendung wesentlich zu vertiefen und sie zugleich 
in vollkommenerer Form zur Darstellung zu bringen. 
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Es sei 9 eine Wurzel einer irreduetiblen eanzzahligen Gleichung 
von einem Grade », welcher erösser als Eins sei; und es bedeute o das 
System aller ganzen algebraischen Zahlen, welche unter den rationalen 
Funetionen von # mit ganzzahligen Coeffieienten überhaupt zu finden sind 
Es sei ferner ©, &, ... ®, irgend eine Reihe von » Zahlen aus vo, für 
welche das Quadrat ‘der Determinante 

wi! 1.2 


aus den » eonjugirten keihen von Null verschieden und dazu dem abso- 
luten Betrage nach möglichst klein ausfalle, und der dabei eintretend: 
Werth dieses Quadrats, die sogenannte Disceriminante von 0, heisse D. Das 


System o stimmt dann genau überein mit den Werthen der Form 
0,2, +0,20+- +0,10, = 


für alle möglichen ganzen Zahlen z,, ©, ... z,. und diese Werthe sind 
unter einander alle verschieden*). Wenden wir dieselben Zeichen x... ... x 
für die Unbestimmten einer beliebigen, wesentlich positiven Form f mit ent- 
sprechender Zahl » an, so kann daher ein, dieser Form f gemäss parallel- 
epipedisch aufgebautes regelmässiges Punktsystem O gewissermassen als 


be) 


Träger des gesammten Zahlensystems o betrachtet werden: wir haben nur 
festzusetzen, welcher Punkt der Zahl ® = 0 entsprechen soll. 

Unter einem /deal des (Gebietes o versteht man nach Herrn Dede- 
kind jedes in o enthaltene und nicht aus der Zahl Null allein bestehende 
Zahlensystem a, dessen Inhalt keine Bereicherung erfahren könnte, weder 
wenn man Summen und Differenzen aus seinen Zahlen, noch wenn man 
Producte aus seinen Zahlen in Zahlen aus o hinzunehmen wollte (D. $ 168). 
Als Träger eines Ideals a erscheint ein, im Punktsysteme O im Sinne von D. 
enthaltenes, ebenfalls parallelepipedischer Anordnungen fähiges, regelmässi- 
ges »-dimensionales Punktsystem AV; der Quotient aus der mittleren Dich- 
tigkeit des Punktsystems DO und der mittleren Diehtigkeit dieses darin ent- 
haltenen Punktsystems A heisst die Norm des Ideals a, in Zeichen: Nm (a). 


Ks giebt immer nur eine beschränkte Anzahl von Idealen, welche dieselbe 


*) Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen 


Festschrift zu Herrn Kummers Doctorjubiläum. Dieses Journal Bd. 92. S. 99. Dede- 
kınd, Allgemeine Zahlentheorie (Suppl. XI zu den Vorlesungen über Zahlentheorie von 
Dirichlet, Ill. Aufl... — Für unsern speciellen Zweck liegen die Dedekindschen Begritfls- 
bestimmungen besonders eünstie: auf das soeben genannte Werk beziehen sich im Fo! 


senden die Citate mit dem Buchstaben D. 
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Norm haben. Das System o, selbst ein Ideal, ist offenbar das einzige von 
der Norm 1. Die Gesammtheit aller Zahlen in o, welche durch eine be- 
stimmte, von Null verschiedene Zahl 7 aus vo theilbar sind, eonstituirt ein 
sogenanntes Hauptideal on; die Norm eines solchen ist der absolute Werth 
der Norm von n, d. i. des Products der » eonjugirten Zahlen 7, 7", ... 7”, 
welehe zu den einzelnen » Wurzeln der irreductiblen Ausgangsgleichung 
in derselben Beziehung stehen wie die Zahl n zu der Wurzel ® dieser 
(rleichung. 

Unter dem Producte ab zweier Ideale a und b versteht man den 
Inbegriff aller Zahlen, welche sich als ein Produet aus einer Zahl in a und 
einer Zahl in b oder als Summe mehrerer solcher Producte darstellen 
lassen; das Produet ab ist wieder ein Ideal und seine Norm das Produet 
der Normen von a und von b (D. $ 170). Beziehungen zwischen Produe- 
ten aus Idealen lassen ganz analoge Folgerungen zu wie Beziehungen 
zwischen Producten aus rationalen ganzen Zahlen; das Ideal o spielt dabei 
die Rolle der Zahl 1. 

Zu jeder, von Null verschiedenen Zahl u eines Ideals a giebt es 
ein bestimmtes Ideal m, welches die Gleichung ou =am befriedigt und 
also die Fähigkeit besitzt, durch sein Hinzutreten als Factor das Ideal a 
in ein Hauptideal zu verwandeln (D. $ 175). Die Ideale werden nach den 
Multiplicatoren elassifieirt, welche geeignet sind, sie in Hauptideale zu ver- 
wandeln und über diese Multiplieatoren wollen wir nun einen wichtigen 


Satz ableiten. Zu dem Ende legen wir jedoch eine quadratische Form f 


von besonderer Beschaffenheit zu Grunde, nämlich wir setzen: 
f= 34, (abs. Pr to" + +Ww" x)’ G=1,2,...n): 
h 


die linearen Formen in diesem Ausdrucke sollen die » mit der Form w 
eonjugirten Formen vorstellen; unter (abs.) soll das Quadrat des absoluten 
Betrags einer solehen Form verstanden werden, die Variabeln als reelle 
Grössen gedacht; ferner sollen die A, beliebige positive Constanten bedeuten. 
Ein solches f ist eine wesentlich positive quadratische Form, und die De- 
terminante dieser Form hat den Ausdruck IT}, abs. D, unter abs. D den 


absoluten Werth der Diseriminante D verstanden. Die mittlere Dichtigkeit 
in dem, zu einem Ideal a gehörigen Punktsysteme A wird demnach 


1:Nm (aYl }, abs. D 
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betragen. Fassen wir nun in dem Punktsysteme A einen Punkt in’s Auge. 
welcher möglichst nahe dem Nullpunkte liegt, und benutzen wir die in 
‘6°.) gegebene Grenze für die kleinste Entfernung zweier Punkte in einem 
regelmässigen Punktsysteme, so können wir aus dem Orte dieses Punkts 
n Zahlen z,. &,, ... x, erschliessen, für welche 


0), 7,4 W,T5 N = 00 — }- VI, — 7 


eine Zahl in a ist, und zugleich erweist sich für diese Zahlen der Ausdruck 


&4,(abs. ut)’ < nV /T3,(Nma)' abs. D =, 2 . 


h 
Ein besonderer Nachdruck ist aus einem bald ersichtlichen Grunde darauf 
zu legen, dass hier das Zeichen < und nieht etwa sich einfindet. Be- 
nutzen wir nun, dass eine Summe von n positiven (srössen niemals kleiner 
ist als das »-fache der »ten Wurzel aus dem Produete der » Grössen. 
und setzen wir zugleich (Nmu«) für JJ(Cabs. a’), so können wir aus der 
vorstehenden Ungleichung die weitere entnehmen: 


n 


a IT), (Nm u) <nYlli,(Nma) abs. D ( . 


Ist m das Ideal, welches die Gleichung vu = am befriedigt. so haben wir 
Nm(a) Nm(m) = +Nm(«), und wir finden demnach: 


Nm(m) < Yabs.D. 
Zu jedem Ideal giebt es behufs Herstellung eines Hauptideals mindestens einen 
Multiplicator, bei welchem die Norm weniger beträgt als die Wurzel aus dem 
absoluten Werthe der Discriminante. 

Als eine specielle Folgerung geht daraus der bekannte Satz hervor, 
dass eine endliche Anzahl von Multiplieatoren ausreichend ist, um alle 
Ideale in Hauptideale zu verwandeln®). Eine andere, sehr bemerkens- 
werthe Folgerung ist diese: Da die Norm eines Ideals eine ganze Zahl. 
mindestens gleich Eins ist, so ergiebt die letzte Ungleichung 1 <- Yabs.D. 
also muss D von +1 verschieden sein. d. h.: 

Jede Discriminante enthält Primzahlen als Factoren. 
Diese das Wesen der algebraischen Zahlen tief berührende Kigen- 
schaft findet sich auf Seite 21 der unten eitirten Festschrift von Herrn 
*) Dieser Satz ist auf Herrn Kronecker zurückzuführen. Vgl. die Bemerkungen auf 
S. 64 der Festschrift zu Herrn Kummers Doctorjubiläum, dieses Journal Bd. 92. 
38" 
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Kronecker ausgesprochen; doch ist ein Beweis dieser Eigenschaft bisher 
nicht veröffentlicht worden. 

Ueberhaupt kommen die kleinsten positiven wie negativen Zahlen 
bis zu gewissen von der jedesmaligen Ordnung r» abhängigen Grenzen als 
Werthe von Diseriminanten nicht vor. 

Denn benutzen wir die zweite in 6. gefundene Grenze für das Mini- 
mum einer positiven quadratischen Form, so finden wir im Uebrigen nach 
genau demselben Verfahren, wie bei der ersten Grenze, eine schärfere Un- 


oleiehung, nämlich die folgende: 


r(1+ 5-) Mm 
(ro 


- 


(7°) Nm(m) <- Yabs.D, 


n“ 
und diese können wir wieder mit der Ungleichung 1 = Nm(m) verbinden; so 
zeigt sich, dass der absolute Werth einer Diseriminante »ter Ordnung sicher- 
tteN\" 
lich immer die Grösse — übertrifft. 
nme" 
Die zuletzt gefundene Grenze für die Norm eines Multiplieators 
wollen wir noch in einem Beispiele anwenden. Herr Wolfskehl*) hat 
vor Kurzem den Nachweis geliefert, dass der zweite Factor der Klassen- 
anzahl für die aus den 13ten Wurzeln der Einheit gebildeten Zahlen gleich 
Eins ist. Dieser Nachweis erforderte ausser einer Benutzung der Fteuschle- 
schen Tafeln noch recht verwiekelte Rechnungen. Wir können hier ein- 
facher zu demselben Satze gelangen und noch hinzufügen, dass die 
eleiche Erscheinung auch bei den 17ten und 19ten Wurzeln der Einheit 
eintritt; ja später werden wir sogar durch ähnliche Mittel dieses kesultat 
noch weiter auszudehnen im Stande sein. 
Stellt 4 eine ungerade Primzahl vor, so bedeutet der zweite Factor 
der Klassenanzahl für die aus den Aten Einheitswurzeln gebildeten Zahlen 
wir machen augenblicklich von der Kummerschen Terminologie Ge- 


brauch — dasselbe wie die Klassenanzahl für die aus den —,— zweiglie- 


drigen Perioden dieser Einheitswurzeln gebildeten Zahlen. Die Diserimi- 


nr 
’ ä ’ „y (4-3) 
nante des Systems dieser letzteren Zahlen hat den Ausdruck 4° ; setzen 


*) Dieses Journal Bd. 99. S. 173. 
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wir in die Ungleichung (7’.) diese Grösse für D und zugleich ——, für n. 


so erlangt die rechte Seite dort folgende Werthe: 


ie db, ®; 11, IB, 17, 19, 

ee 2 ara ee RE our DOBT, 

jis zu diesen Grenzen hätten wir also höchstens die Normen der Multi- 
plicatoren zur Hervorbringung wirklicher Zahlen zu suchen, und wenn alle 
Zahlen bis zu diesen Grenzen sieh in wirkliche Factoren zerleren lassen 
sollten, so kommen in den hier betrachteten Fällen ideale Multiplieatoren 
und demgemäss auch ideale Zahlen überhaupt nicht vor. Nun entneh- 
men wir aus den ZAeuschleschen Tafeln, dass für die soeben aufgezähl- 
ten Werthe von 4 alle Zahlen unter 1000 sich in wirkliche Faetoren 
zerlegen lassen. Wir haben also nur noch in Bezug auf = 19 festzu- 
stellen, dass hier die Primzahlen zwischen 1000 und 1027, das sind 1009, 
1015, 1019, 1021, ebenfalls einer solchen Zerlegung innerhalb des durch 
die entsprechenden zweigliedrigen Perioden bestimmten Gebiets fähig sind. 
Nun gehören in Bezug auf die Primzahl 19 die Zahlen 1009 und 1021 
zum Exponenten 18, die Zahl 1013 zum Exponenten 9; diese Zahlen 
sind also in dem fraglichen Zahlengebiet der zweigliedrigen Perioden selbst 
noch Primzahlen. Die Zahl 1019 endlich gehört modulo 19 zum Expo- 
nenten 6, ihre Primfactoren werden also von den drei sechsgliedrigen Perio- 
den der 19ten Einheitswurzeln abhängen. Diese sind die Wurzeln der 


> 
> 


Gleichung 7’+n7—6n7—t7=V0, deren Diseriminante den Werth D = 19° hat. 
Da nun in dem durch diese Wurzeln bestimmten Gebiete nach den Reuschle- 
schen Tafeln die Zahlen bis zu ID=19 in wirkliche Faetoren zerleerbar 
sind, so können in diesem Gebiete ideale T'heiler nieht existiren, und dem 


nach muss auch 1019 in drei wirkliche Factoren zerlegt werden können. 


'Fortsetzune in einem der nächsten Heft: 
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Ueber die Bestimmung der Fundamentalgleichungen 
ın der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
(Von Herrn Paul Günther.) 


In meiner Notiz „Ueber eine Methode, die zu einem singulären 
Punkt einer linearen homogenen Differentialgleichung gehörige Funda- 
mentalgleichung zu bestimmen“ (dieses Journal, Bd. 106, 8. 330 ff.) habe 
ich an dem Beispiele der Differentialgleichungen zweiter Ordnung gezeigt. 
wie man eine nach der Methode von Herrn Fuchs (Annali di Matematica, 
1870, Bd. IV, 8. 36—49) hergestellte Reihenentwiekelung der Integrale 
einer solehen Differentialgleichung dazu benutzen kann, Ausdrücke für die 
Coeffiecienten der zu einem singulären Punkte gehörigen Fundamentalglei- 
ehung zu erlangen. Ich habe a. a. OÖ. bereits bemerkt, dass man dieselbe 
teihenentwiekelung auch noch in anderer Weise, als dort geschehen, zu 
demselben Zwecke verwerthen könne, und erlaube mir, dies im Folgenden 
ebenfalls an dem Beispiele der Differentialgleichungen zweiter Ordnung aus- 
einanderzusetzen. 


I. 

Um die zu einem Umlauf der Veränderlichen z gehörige Funda- 

mentalgleichung für die lineare Differentialgleiehung zweiter Ordnung 
2 
(1) = pa). 

herzustellen, benutzen wir, wie in der angeführten Notiz, folgende heihen- 
entwickelung eines durch seine Anfangswerthe (für « = x,) bestimmten Inte- 
orals der Gleichung (1.): 


(2.) y = :Zu,(e), 


01) 


„ 


Wo 


(3.) u,(8) = ("dx / p(e).u,_.(a)dr pe) 
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ist und w,(2) dasjenige Integral der Differentialgleichung 


d’u 0 


dx’ 
bedeutet, welches die für y vorgeschriebenen Anfangswerthe besitzt. 
Ist sodann (y,, y) ein Fundamentalsystem von Integralen der Diffe- 
rentialgleichung (1.) mit folgenden Anfangswerthen 


Yı Y, Ns Mn 
dy, day, (o 1 ) für =, 
dx dx 


und ist 
(A, "u ) 
\a,a, 
das System der entsprechenden Werthe für e= x, nach einem Umlauf der 
Veränderlichen x, so ist 
Aa, —WV Mh, 
A; 4, —W 
oder 
(4.) o”—(Ad,+a,)w+1 = 0 
die zu diesem Umlauf gehörige Fundamentalgleichung. 
Nach dem Obigen erhalten wir 


wo U,=1 und U, (e —= 1) durch das 20-fach iterirte Integral 


(9.) U, = (dx /'p def"... darf da = ("ax / "2. U,_,dx 
dargestellt wird: ferner 
dy,  } 


dx 00) 


wo V,=1 und für e-— 1 


V,= /'» dx ("dx / wer (darf "a — r,)pdx 





ef par f .../ z.pde—x,/ p.U,_,dx 


(2e—1)-fach iterirte Integrale). Da nun die benutzten Reihenentwiekelungen 
nach Herrn Fuchs für jeden endlichen nichtsingulären Werth z eonvergiren 
— vorausgesetzt nur, dass der Integrationsweg eine endliche Länge hat 
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und durch keinen singulären Punkt geht — so wird man die Grössen, aui 
die es ankommt, erhalten können, indem man x von x, aus den betreffen- 
den Umlauf machen lässt; ist dann U,, V, das, was hierbei aus U,, V, wird. 


so ergiebt sich 


I. T. 
7\ Ä /IT ai en 
de) d,, i d,, = >(U,+J * age B E 
Oo 0 3 5 u v0) 


\lıt Hülfe der Identität 


0 [2 
= - 
« 


def p.U, ‚de = z/ p.U ‚de—/ x.p.U ‚de 


x r X”) r 


folgt, wenn wir x den obigen Umlauf machen lassen 


(,= /"p dx "def"... (ar) "2.p de 


Bun I“ x.pdx arf".. j / "drfp dr, 


r Cn 2 7 





wo nur noch (20—1)-fach iterirte Integrale auftreten *). 


11. 


Wenn der in Rede stehende Umlauf nur einen singulären Punkt um- 
schliesst, so denken wir uns den letzteren nach 2=0 verlegt und ent- 
wiekeln p(x) in der Umgebung dieses Punktes: 


P4 


/ i u. 2. v ? k 
(1.) p(&) — =oE, 


wobei wir über die Werthe, welche der Index % durchläuft, zunächst gar 
keine Voraussetzung machen. 

Von den Umläufen um mehrere singuläre Punkte betrachten wir nuı 
solche innerhalb von Kreisringen mit dem Mittelpunkt 2=0, welche eine 
Anzahl singulärer Punkte ein-, die andern ausschliessen; man sieht leicht, 


dass man auf diese Weise die zur Bestimmung der Grappe nöthige Anzahl 

*") Die Reihenentwickelung (7.) ist, allerdings aus anderen Prineipien hergeleitet, 
auch in einer Abhandlung von Herrn H. Vogt „Sur les invariants fondamentaux_ des 
equations differentielles lineaires du second ordre*, These, Paris 1559, und Annales de 
I'Ec. Norm. Sup. 1889, Supplement, benutzt, von welcher ich inzwischen Kenntniss er- 
halten habe, nachdem diese Untersuchungen grösstentheils schon vollendet waren. Dort 
wird nur der Fall in Betracht gezogen, wo die Differentialgleichung (1.) zur Fuchsschen 
INlasse gehört, d. h. ihre Integrale überall bestimmt sind (vgl. Fuchs, Zur Theorie der 
linearen Differentialgleichungen; Sitzungsber. der Berliner Akademie, 1558, S. 1279); auch 
ist die Behandlung der Frage eine andere. 
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von Umläufen erhalten kann (unter Zuhülfenahme von Transformationen 
z=3+o). Für jeden solchen Ring gilt dann wieder eine Entwickelung 
der Form (1.), worin % aber jedenfalls unendlich viele positive und nega- 
tive Werthe annimmt. 
Es ergiebt sich nun aus (8.), No. |] 
(2.) G = — c, +6 (JA 1, VE k,)— J(k,,0,%,0,..4-+1 


/ 4 ( Yan L 


wenn wir allgemein mit J(u,,... u) das bezeichnen, was aus der Funetion 
a, 254...) =/ "dal 2r'def ...[ ade 
wird, wenn x einen Umlauf, wie der obige ist, beschreibt. In der Summe 
2.) sind jedem Index %, alle Werthe beizulegen, welche 4 in (1.) annimmt. 
Die Function J(z, &,: 4,,... «,) geht durch die Substitution 
= By 
über in 


3.) FE rien Be) Er 5 nn 


" 


wo 
nr, = mW ++ +u, 4m 
is. Um Ju,,...u,) mit Hülfe von (3.) bestimmen zu können, hat man, 
nachdem J(t, 1: u,.... u,,) berechnet ist, # einen Umlauf von {/=1 um f=V0 
beschreiben zu lassen. 
Der Gleichung (3.) zufolge wird C, ein Aggregat von Potenzen der 


(srösse z,: man sieht leicht. dass NYC, sieh in eine Potenzreihe von r 


umformen lässt (im Allgemeinen mit unendlich vielen positiven und nega- 
tiven Potenzen); da aber die Coefficienten der Fundamentalgleiehung von 
x, unabhängige sind, so brauchen wir in (2.) nur die von x, freien Gliedeı 


oe ui = 


beizubehalten. Die Bedingung r, = Ö lautet aber für die beiden in (2, 
auftretenden typischen Glieder 
die Summe (2.) ist also nur über die Werthsysteme (A,....%,) zu erstrecken, 


die dieser Bedingung genügen. Wenn also p(x), wie wir im Folgenden 
annehmen wollen, eine rationale Funetion ist (und ebenso in andern leicht 
zu übersehenden Fällen), so wird bei einem Umlauf um = = 0 allein sich 
C, nur aus einer endlichen Anzahl von Gliedern zusammensetzen, während 
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bei einem Umlauf um mehrere singuläre Punkte C, durch eine unendliche 
eihe gegeben wird. | 

Um die Funetion J/(t, 1; u,,... «,), auf welche nunmehr alles ankommt. 
zu bestimmen, verfahren wir folgendermassen. Diese Funetion genügt offen- 
bar der linearen Differentialgleichung (m-+1)ter Ordnung 


FE En urt++ u, d d l l —Uu 
5.) ! De Br IR 2. BORREN, 
dt di di di di 
oder 
x; A, Er 
yÜ et akt Yard L..4 = yvhd 


deren ÜCoeffieienten A,,... A,, auf die es uns übrigens nicht ankommt, leicht 

daraus erhalten werden können, dass die Wurzeln r,,... r,,, der determiniren- 

den Fundamentalgleichung 
F(r)=r(r—1)...(r—m)+A,r(r—1)...(r—m+1l)+--+4A,.r= 0 

die Werthe 


r,=u, tu, + +tum—e+l, r,.,=0 (a=1,2,... 


haben, wie aus dem Umstande hervorgeht, dass der obigen Differential- 


gleichung (5.) ausser J(t, 1; w,,... «,„) auch noch die Integrale 
/ ü "dt / ... / e« dt (@ =? ... MM) 
1 1 1 


genügen. Die Function J(t, 1; u,,... «,) ist vollkommen bestimmt dureh die 
Ditterentialgleichung (5.) und die Anfangsbedingungen 


ee 
dJ dm -1J d"J 
N u ( ’ nu PFEREER 
0.) J —— ), di (), . . . dir! 0, dı" BRD %® 


(für t=1), 
welche offenbar auch durch die folgenden ersetzt werden können: 


1J ar—1J d”"J 
( 5) — ) = - —-ı. - Ku 
6 .) J ( . 0, . (dlogiy"-\ 0, (dlogi)" 1 


dlogt 
(für t=]1). 
Führt man die Differentialgleichung (5.) vermittelst der Substitution 


:”, 


auf eine Differentialgleichung mit eonstanten Coeffieienten zurück und wendet 
auf letztere Gleichung die bekannte Cauchysche Integrationsmethode an, so 
erhält man unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen (6“.) unmittel- 
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har den Ausdruck 


Fe | E 
(2) ER = / Fr‘ 


Ir, 

das Integral erstreckt über eine Curve, welche die sämmtlichen Nullstellen 
Piss Py;ı Von F(r) einschliesst.e Wenn nun der von {=1 um f=0 herum 
auszuführende Umlauf letzteren Punkt nur einmal umwindet (was wir, ohne 
der Allgemeinheit Abbruch zu thun, immer voraussetzen wollen), so ist 


ii 2 MM pin 
wg tn...) = & / FT, dr. 
Nimmt man hier den Integrationsweg als einen hinlänglich grossen Kreis 


ri 


i | ge 
um den Nullpunkt an und entwickelt e’”” nach steigenden. „7, wach fallen- 


1 

den Potenzen von r, so erhält man J(u,,... «,) als eine Potenzreihe von 27: 
mit unendlich vielen positiven Potenzen, deren Coeffieienten ganze rationale 
Funetionen von «,,... «, sind; mit Hülfe dieses Ausdrucks erhält man, wenn 
nach Potenzen von 2ni geordnet wird, die Fundamentalgleichung in dersel- 
ben Gestalt, wie sie sich nach der Methode von Herrn Hamburger (dieses 
Journal Bd. 83, 8. 195 ff.) ergiebt (vergl. meine oben angeführte Notiz). 


Integrirt man dagegen über Kreise, welche die Punkte 


einzeln umschliessen, so wird man Zähler und Nenner des Integranden in 
(7°) nach steigenden Potenzen von r—r, entwickeln: hier enthält Ju. ... u 
nur eine endlicehe Anzahl von Potenzen von 2ri, deren Coeffieienten ratio- 


nale gebrochene Functionen von «,,... «u, sind. Sind 4, von den Grössen 


"ect. etwa = n, ferner 4, derselben =n,. u. Ss. f., }, etwa n.. wo 
v/ m --] 
1 
ist, so wird in (7°) 
£ — 1 - .D (7 
F(r) (r—n : 
I(r—n,) \ 
und daher 
r An] /2 \y 
) / y m “ (x nt, 
(8.) Ku.) = m. 23 ar 


wo 
39* 
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\ 1 
ee 
“ ! I (n,—n,)“ 
ah 
9.) ö 1 TIB,(n,) “ =() ... An—ı\ 
( al En Swen | 
ee FT Ta heh..s / 
r | a g,-ı 
(,—x—1) Omar! 
Ist. 
Mit Hülfe der allgemeinen Formel 
; ' 
i! Ye) dx‘ rd at +, Fler... ri tr 
@=1,2,.. 5 2, =, Zur, =i-; vr. 0), 
Wo 
_ t+ dtr!logp(z) 
Ad De "= Fa 
ist, erhält man aus (9.) folgenden independenten Ausdruck: 
\ 1 . —] 
er ee ee ai A, 
II (n,—n,.) “ (Lu .V .) u, !u,!...(v, + 1)“: (v, +1)%... vs 
«Fl 
1=1,... 42-1; Zu, =1; Zur, = h-1-2—1; 7, >0), 
wenn nämlich 
A. 
Pi zu > V=01,2%...) 


+ (n„—n,)’ +! 


gesetzt wird. Damit ist die explieite Bestimmung von J(u,, ... u,) beendet. 
Die Gleichungen (8.), (9.) können auch ohne Benutzung der Cauchy- 
schen Integrationsmethode abgeleitet werden. Nach bekannten Prineipien 


muss nämlich 


Se Ayx N} 
f . \ RE . h) ö .. ı o* 
It, 1;u...4,) = E32 5 t'.log*t 
h=1 x=U R 


sein, wo die Coeffieienten a,, vermittelst der Anfangsbedingungen (6°) zu 
bestimmen sind, d. h. also aus dem Gleichungssystem 
i,—1 


v eg 


u 
h L 2=U 


V=0...: 5 0,0 für <>au-]); 


"0, = (0, 


RG 


hierbei bedeuten die /, Binomialeoefficienten, und d\,, ist = 0 für !<m, 


aber = 1 für != m. 
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Die Determinante D dieses Gleichungssystems wird erhalten, wenn 
man. von der Determinante 


\ tt 


Ik.) a ie (a, A=1, ... mH) 
\ l 


ausgehend (wo die #, Unbestimmte bedeuten), den Ausdruck 


& In, Uu,, U,, 2.0 Ur, 0.5 41.425 UR43y oo Um+i) 
lim - 32 2 - 
(u, —n, )(u,—n, )*...(u, —n, (u), 42—n,)(u7,43—N,)”...(Um4ı—n,)' 
Msn, hen, a, Ha ia se br N, 
ze ’ 
bildet*). Aus 
Iu,. a ” —— II (u Ber u ;) \ 3 1 . +1 "u 


erhält man auf diese Weise sofort 
D = II(n,—n,) “* (a, 9-1, 2. Bd). 


(Man vergleiche hierzu: Franke, „Ueber den Ausdruck, welcher im Falle 
sleicher Wurzeln an die Stelle der Vandermondeschen alternirenden Fune- 
tion tritt“, dieses Journal Bd. 83, 8. 65 ff., in welcher Abhandlung der 
Ausdruck für D in weniger einfacher Weise hergeleitet ist. 
Bei Auflösung des obigen Gleichungssystems ergiebt sich nun offen- 
bar zuvörderst 
D, | mtHltiti 


7 VER u 01 Cu Re FE, TEN 


wo D, aus D hervorgeht, wenn man m+1 durch m, und 2, durch 4,—1 
ersetzt: also 
TEE Ä h ( , 8). 
In, —n,)® 
+ 
Aus diesem Coefficienten leitet man die übrigen ab vermittelst der Formel 
Od,,x | 


(,—2)a,,_M = BERN WE 


ui on 
welche direet aus dem obigen Gleichungssystem abgeleitet werden kann, 
worauf wir aber hier nicht eingehen wollen. Durch ähnliche Betrachtun- 
gen, wie sie dabei anzustellen sind, können auch die in der angeführten 


Frankeschen Arbeit unausgeführt gebliebenen Bestimmungen erledigt werden. 





*) Um diesen Grenzübergang auszuführen, entwickele man wi; (h )....A )nach 
. » j l - n 
Potenzen von u,—n,, ferner uw 4.(h = 2,... A, —A, 


J 


ı nach Potenzen von u; . wu A 
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Il. 
Durch die Ergebnisse der vorigen Nummer ist nun der Ausdruck deı 
Fundamentalgleichung 


a 
w”—w.E C-+1 = 0 


0 
0) ” 
g 


ein ganz bestimmter. Der Coeffiecient eines Gliedes e, e,...e, n 0,01: 
C,= 2) ist 


2 (Ja,+1,0,%,,0,.. 2%, )-J(&,. 0,8,0, 2... %, +1)]. 
(#2) e’ . Q 


die Summe erstreckt über alle Permutationen (z,...z,) des Systems (z....z,) 


Dabei ist ((4.) No. II.) immer 


Man hat nun für die beiden oben auftretenden Ausdrücke J die Grössen 
"ir 2. 7, (No. Il.) aufzustellen: setzt man 


. e_ a ” > (h En; 
= Imt2e-etl ‘ 


so wird 
für J(2+1,0,...2,): 
a) n=ld; n=t, B=n-l;... r,o=T, r,MÜ=t,—l, r,=0; 
für J(2,,0,...%,+1): 
b) n=l; n=n4Hl, n=t; ... 1r,5.=t,+41, 7,180; 17,0. 
Durch die r, sind die », und A,(No. II.) und damit die a,; unmittelbar ge- 
geben. Man zeigt leicht, dass sich die beiden obigen Ausdrücke J für die 


verschiedenen Permutationen so eombiniren lassen, dass man für 


Ia+1,0,..2,) = 2 — (2a) 


den Ausdruck C, in der Form 


*) 
a 
 % * a wo 0.7 PA az 
C — —(C, ...C, . ze — ' . (2m) . 
’ 9 (An, ,) 0.8 pP! 


wo nur über die geraden Werthe von 5 summirt wird. Dass in der Funda- 
mentalgleichung nur gerade Potenzen von 2ni vorkommen, ist ja von vorn- 
herein einleuchtend, da diese Gleichung dieselbe sein muss wie diejenige 
für den entgegengesetzten Umlauf (denn ihre Wurzeln sind zu einander 


reeiprok). — 
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Man kann von dem Vorhergehenden eine einfache Anwendung machen, 
indem man zeigt, wie in dem Falle, dass für die Integrale der gegebenen 


d’ı 


Differentialgleichung a = p(z).y der Punkt e=0 kein Punkt der Unbe- 


stimmtheit ist und der Umlauf nur diesen Punkt umschliesst, die bekannten 
Ergebnisse durch das oben dargelegte Verfahren erhalten werden können, 
Wenn p(x) in der Umgebung von e=0 die Entwiekelung 


\ _?2 ER 


’ T. 
p(z) = 4 r 2 e,2’ 
. x’ x Pe 
hat, also die Indices #, — —2 sind, so kann der Bedingung N —2o mur 
durch 4, =: "== —2 genügt werden. Eine leichte Rechnung giebt dann 
für die Grösse C, den Ausdruck 
| 
| 13 ai ) { j! Pi‘ | 
6 = 2.02,.(—1)' BE nn FEN 
L Eu 1 7 (2)! a‘ ar] 
[o|] 
RK Kt 4 ER ER 1, 
un -1)°..5 arr — (Zn ) 
0: . ı (o—2h)!(2h—1)! ‘ 


Für 


hat die Fundamentalgleiehung die Form 
ow”—Cw+1l = 0: 


daher muss ©, wenn wir mit r, », die Wurzeln der Gleichung 


bezeichnen, übereinstimmen mit 
SS = dr Lee, 
Man kann dies entweder ganz direet nachweisen oder auch folgendermassen. 
Man erkennt leicht, dass S, als Funetion der Veränderlichen e_, betrachtet, 
der linearen Differentialgleichung 
d’s ds 


(4e_,+1)- —;— +2- — (2ni).S = 0 
\ ° 7 de‘ . de 9 \ / 


genügt und durch diese nebst den Anfangsbedingungen 
! ds ‘u 
S=2, =U BE &,=V9 
de_» 


vollkommen bestimmt ist. 
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Dieselben Eigenschaften kommen aber auch der Funetion C von e 
= —.) 
zu. Für die Anfangsbedingungen erhellt dies unmittelbar; um zu zeigen, 
dass auch der NEONgSeHehUNg ze wird, hat man nur die Gleichung 


tere er > ® 


a — > 


oder 


o+1 
2o—2h-+ 3)! arm) BERTE;- 2 Q2o—2h+1)! ri” 
=ı (e—2h+2)!(2h—1)! 072) SSH @RD! 


_ (In). E 2 02 —1)! (Zmi)” u 
eur (0— En (2h— 1)! 
als erfüllt nachzuweisen: man erkennt sofort, dass in letzterer der Coeffieient 
jeder Potenz von 27‘ verschwindet. Daher sind die Ausdrücke C und S 
identisch, was zu beweisen war. 





111. 
Der ursprüngliche Ausdruck der Fundamentalgleichung war 
(1.) o—0. 3 CH1 = 0, 
=] 2 
wo 
G,=2, “F par / def ../ de/ xz.pdx 
(2.) 7 f Sa y“ 
N . 1 j g ; Be; 
/ pda def BR da / pdx. 


Man kann die hier durch (20o—1)-fach iterirte Integrale dargestellte Grösse 
0, auch durch ein Aggregat von nur g-fach iterirten Integralen ausdrücken. 
und zwar in folgender Weise. 

Es gilt die Identität 


Sarf"gdrf def dde fl) def nlo)de 





r x x r 
(3.) - 
% Y x 
de > lt Pi ty, en 
BE v / u ITeN FR R h=] Im \ Im U e 
=. (—1) a fa gn() dafs gu add S z"g,(a)di. 
Usenet...) . 


wo die Summe zu erstreeken ist über alle 2" Systeme ganzer nicht nega- 
tiver Zahlen ö,...i,, welche den m Bedingungen 


Fi =r-1 ode =r =... m) 
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genügen, und wo 


nz 


u EZ art imlm—1)+(m—1) Fi, (mod. 2) 
0 . a 


" h 
ist. 

Die Richtigkeit der obigen Formel ergiebt sich für die ersten Werthe 
von m unmittelbar; gesetzt nun, sie sei bis zu einem bestimmten m als 
gültig erwiesen, so folgt, wenn wir den Ausdruck auf der linken Seite von 
(3.) mit D,,(Q1, +. 9.) bezeichnen, 


Perlen Er Bar) ar 2,9. u (u) ar 


r r 


= .. / ms ‚P .de— / Te Qt ‚PD ,de 
r 


r 


By F 
€ 7 Th a a 2 
N: 2A 47 TRrl / #: „ 
= (—1) T/ € (ndef x qde cf de 
ro 4 r r 
77 w; 
nr +1 u. y w y fr | ' 
—/ x gu, 1de/ X g.de | RR X de, 
m+ 1 
; m+1— 5) a ’ 2; Pa u 
= 2 "Ha / tg def 2" q,de/ .f de, 
Yet] « . « « | 


wo die Summe erstreckt ist über alle 2”*' Systeme ganzer nicht negativer 
Zahlen ü,... 4,1, die den m+1 Bedingungen 


’ 
Fi,=r—1l oder =r (r=1, 2... m+1) 
hi 


genügen, und wo 


| m—] ] 
m+1 Tr 


' 2a 


A nz 2 / ' ot / ON 
FE I ,—m = 2 it; m(m+1)- mt nr mod. 2) 


ist. Wenn nun m gerade ist, so wird 


[ - ] 
-2 m+1 
! 


ini TS 41 + 4m(m +l)+m2 i, 
’ =] 
= &,.,,, (Mod. 2), 


und wenn m ungerade ist, 
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[ . l | n 
in Shan ttmem+1)+m > i, 
== = h=1 
= &,..,, (mod: 2). 


Damit ist die Allgemeingültigkeit der Formel (3.) dargethan. 
Die Zahlensysteme i,,...i,, deren einzelne Elemente übrigens nur die 
Werthe 0, 1, 2 annehmen, können für jedes m leicht direet aufgestellt 


werden. 
Hiernach wird 
[% 1 
£ s ’r o—1— Ni, ı RR .r 
Y / poly “0 . FR ı . 24 
= ı-D’rYT 2 ,pde/ 2°'.pde/ ../ a't'pde, 


r 


Lo r, 


o—1 
O- - >, i "“ f 
. IH i l c 
 .pde/ zr'.pde/ ../ a'.pde, 


Ei... "x, 
2-1 nlte 
die Summen erstreckt über alle 2°”' Werthsysteme (,,...i,_,). Mit Hülfe 
der Eigenschaften der Zahlen © und des Zeichens e erkennt man leicht. 


dass man dieser Gleichung folgende Form geben kann: 


2 er Cirnin ’r. i, 7 4 .p ’r 44 
C, = Z(-1)""r./ 'zr.p.de/ a“ ‚p.dıe / ff atl.n.de 


— 
Cı rl 


en 
°, v.y 


(4.) 
+-&(-1)"r./ 2°%.p.de/ 2° "'.p.de/ ../ a".p.de, 





2°”! Werthsysteme 


-_ 


wo die erste Summe erstreckt ist über alle diejenigen 


ty... 2,, für welche 
,=r—1l oder =r (r u o—1), 3, = 0o—1 
l 


%' 
| 


wir wollen ein solches System für einen Augenblick ein ö-System deı 


Ist 

ersten Klasse nennen), die zweite über alle diejenigen, für welche 
Z3i,=r—1l oder =r (r=1,..e-1), Zu = 0 

1 


ist (-System der zweiten Klasse). 
Man beweist ferner ohne Mühe: Für ein ö-System (ö,,...‘,) der ersten 
Klasse ist entweder (ü,...,) = (by... 0, +1) ein ö-System der zweiten, 
oder &—l,d,...2,,% +1) ein ö-System der ersten Klasse, beide Male mit 
demselben & wie das ursprüngliche System; für ein System (ö,...i,) der 
i,,i,) ein ö-System der zweiten, oder 


zweiten Klasse ist entweder (is, £,, 
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(a—l, 85... 2,,8,) ein solches der ersten Klasse, und wieder ist beide Male 
der Werth von & derselbe wie beim ursprünglichen System. 

Definirt man daher 2? Systeme ganzer nieht negativer Zahlen A,, ... h, 
und das Zeichen ,.., = +1, indem man (4.) in der Form 


» 
J ; 


Y a) u 7 u ' LH h, 4 B . 
@) 6= 2 (-—l) of zt.p.de/[ z'.p.de/ ../ a'.p.de 
schreibt, und betrachtet den Ausdruck 
FR Beer) a, 


so ergiebt sich: Die ganze rationale Funetion P der Unbestimmten r,, ... x, 
(welche in diesen letzteren homogen von der Dimension o ist) bleibt bei 
den eyklischen Vertauschungen ihrer Argumente ungeändert. 

Die Eigenschaften der ö,, ... ö, lehren ferner, dass P verschwindet für 
7,=2,, also auch für ,=x#,,....2,=x,. Daher ist P durch 


2-2) m —- 2) 8-2). (2, —r, 


theilbar: der Quotient muss eine Uonstante sein, man findet ihn = 1 durch Be- 
trachtung zweier entsprechenden Coefficienten, z. B. des Gliedes —r, 2... 
Die Zahlensysteme A,, ... A, und das Zeichen 7 können daher am ein- 


fachsten definirt werden durch die Identität 


'i- \ nf \ . 14 \ ft J n r 
CR AT TEr Z ac... = (m-8,) a —E,)... (RL, —r 


/ 


Damit ist der Ausdruck (4°) in einfacher Weise bestimmt, und es ist klar. 
dass derselbe nun in ähnlieher Weise weiter behandelt werden kann. wie 


dies oben mit dem Ausdruck (8.) No. I geschehen ist. 


V, 

Die in den vorhergehenden Nummern für Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung näher ausgeführte Methode, die Fundamentalgleiehungen 
mit Hülfe der von Herrn Fuchs (Annali di Mat. 1870, Bd. IV, S. 36—49 
serebenen Reihenentwicklungen zu bestimmen, kann, wie schon bemerkt 
ist, auf lineare Differentialgleichungen beliebiger Ordnung ausgedehnt werden. 
ei dieser Ausdehnung der hier gegebenen "Theorie muss man, um möglichst 
übersichtliche Resultate zu erhalten, die von Herrn Hamburger (dieses 
Journal, Bd. 84, S. 264 ff.) gemachten Bemerkungen anwenden, also nicht 
direet die Coeffieienten der Fundamentalgleichung, sondern zunächst die 


40* 








— 
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Potenzsummen ihrer Wurzeln bestimmen (was mit den hier gegebenen Hülfs- 
mitteln geschehen kann). Es enthalten nämlich die a. a. O. mit a, bezeich- 
neten Grössen (die Substitutionscoefficienten für den betreffenden Umlauf) 


im Allgemeinen unendlich viele positive und negative Potenzen der Grösse “ 
7,, und es würden daher, da die Coeffieienten der Fundamentalgleichung 


durch Multiplieation aus den a, zusammengesetzt sind, die von x, freien 
(lieder sich in gänzlich unbrauchbarer Form ergeben, ein Uebelstand, der 
bei Benutzung der erwähnten Bemerkungen vermieden wird. — 

Aus der Möglichkeit, die Reihenentwickelungen des Herrn Fuchs 
in der hier dargelegten Weise zur Bestimmung der Fundamentalgleichun- 
gen verwenden zu können, ergiebt sich mit unmittelbarer Evidenz folgen- 
der von Herrn Poincare (Acta math. IV, 8. 212 ff.) auf anderem Wege be- 
wiesener Natz: 

„Wird eine gegebene lineare Differentialgleichung ter Ordnung in 


der Form 


n IT J 
B P« (x) ; zn —x _. 0, 
(1.) ; Ari 
Pa)=h PI= La 





vorausgesetzt, so sind die Coefficienten der Fundamentalgleichungen ganze 
transcendente Funetionen der Grössen A,,. Denkt man sie sich nach Po- 
tenzen dieser letzteren Grössen entwickelt, so kann der Coeffieient jedes 
einzelnen Gliedes durch iterirte Integrale ausgedrückt werden.“ 

Herr Poincare hat a. a. 0. darauf hingewiesen, diese iterirten Inte- 
orale darzustellen mit Hülfe der Transcendenten 


R 2 d.r c d.r ’»r Tr dr 
A(z; Us ... On) = n “ 
u C— U ,.* ° T— 4; 
Bi ; 


_ in @ ” 


dureh Grössen dieser Art lässt sich nämlich offenbar jede Funetion, die 
dureh iterirte Integration rationaler Functionen von = entsteht, linear aus- 
drücken mit Coeffieienten, welehe rationale Functionen von £ sind. (Ueber 
die 4-Funetionen vergl. auch Kummer, dieses Journal Bd. 21, 8. 74 ff., 
Vogt, a.a. 0. 8. 32 fl.). Doch scheint die Bestimmung explieiter Ausdrücke 


< 


der Coeffieienten der Fundamentalgleiehungen mit Hülfe dieser 'Transcen- 
denten (auch nur für Differentialgleichungen zweiter Ordnung) auf grosse 
Schwierigkeiten zu stossen; und selbst wenn es gelänge, diese sehr eompli- 
eirten Ausdrücke wirklich herzustellen, so würde man doch (z. B. für die 





2 te ne" 
PERSON SUNE) tasekeig 
Be nn ana aan nenne 
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numerische Berechnung) wahrscheinlich zu solehen Entwickelungen, wie 
wir sie in No. II ausgeführt haben, seine Zuflucht nehmen müssen; — damn 
aber kann man auch diese Entwickelungen gleich direet vornehmen, ohne 
erst die Ausdrücke der auftretenden iterirten Integrale durch A-Funetionen 
aufzustellen. — 

Berücksichtigt man die Art und Weise, wie sich die Coeffieienten 


c, der Entwickelung 
p(z) = Sc,a” 
aus den A, und a; in 
A 
\ u y' X 
) 2) . |. E 
p\ r i.x (x- a;)* 


zusammensetzen, so erkennt man, dass durch die hier dargelegte Methode 
(und ebenso durch die in meiner oben angeführten Notiz gegebene) der Üoef- 
fieient a,,—+a, der Fundamentalgleichung 


o— (a, +a,)o+1 = 0 


für die lineare Differentialgleichung 


(2.) I = pla).y 


dx’ 
erhalten werden kann in Form einer (nach dem Obigen beständig conver- 


senten) Potenzreihe der A,,, deren Coefficienten durch Summen unendlich 


ix 
vieler rationaler Funetionen der «a, dargestellt werden; man erkennt sofort, 
dass das Analoge für Differentialgleichungen beliebiger Ordnung gilt. 
Dass diese Summen von unendlich vielen rationalen Funetionen der 
a, sich im Allgemeinen nicht auf rationale Funetionen der a, redueiren (und 
dass daher ihre Convergenz nur eine beschränkte ist), davon kann man sich 


in einfacher Weise überzeugen, da man leicht die Coeffieienten der Anfangs- 


glieder in der Entwiekelung von a,-+a, nach Potenzen der A, durch 
A-Funetionen ausdrücken kann. 
Bezeichnet man allgemein mit A(«,,... @,) das, was aus A(r:0,....« 


nach dem vorgeschriebenen Umlauf wird, so ergiebt sich (vgl. Vogt, a. a. VO. 
S. 50) für den Coeffieienten von A,,As,A;,, der Werth 
— (a, — a,)(a;— a;)(a,—a,)|A(a,a,a,)-+ A(a,a,a,)-+A(a,a,a,), 


+(4,—4,) (a —a;)(a,— a,)|A(a,a,a,)+ A(a,a,a,)+ A (a,a,a,)| 


l _ 


+2(a,—a,) (2a,—a, —a,)|A(a,a,)+A(a,a,)| 


) 


‚die Summe über die eyklischen Vertauschungen der Indices 1, 2, 3 erstreckt); 








314 P. Günther, Fundamentalgleichungen linearer Differentialgleichungen. 


und dabei ist (a. a. O. S. 39) 


A (a, a,a,)+ A(a,a,a,)+ A (a,a,a,) ; 


Mi a —a, a,—a, 
= 2,log——:-+2,log =—: +2,log 


a,—a 

. Rh ii ED BR ie 3 ) 
a,—4, a,—a, a,—ı, 4 1 3 + 2 31 I 3 12» 
die Grössen 


>, = A(a,a;)+ A(a;a;), 


ebenso 3;,, &,,, C,, C,, C, bedeuten von a,, a,, a, unabhängige Constanten. 
Nimmt man die Gleichung (2.) in der Form 


d’y Pie 

rer) 4 pe) = Ma-ay 

D 

an, so kann die Grösse a,-+qa, auch in eine beständig convergirende Po- 
tenzreihe der B, entwickelt werden; die Coeffieienten dieser Entwickelung 
werden ebenfalls Summen unendlich vieler rationaler Funetionen der a; und 
redueiren sich, wie man aus dem Vorhergehenden leicht folgert, ebenfalls 
nicht auf rationale Funetionen selbst. Hierdurch wird eine Bemerkung des 
Herrn Mittag-Leffler (Acta math. Bd. XV, 8. 22) berichtigt. 


vl. 
Bei der von Herrn Fuchs a. a. O. gegebenen Methode, die Integrale 
der Differentialgleichung 
. dry 
D(y) = Zp,(x) _—=0 
(Y) zp,( ) d.r" z 
in überall eonvergente Reihen zu entwickeln, hat man den Differentialaus- 
druck D(y) dergestalt in zwei andere D,(y), D;(y), von denen der erstere 
die höchste Ableitung von y enthält, zu zerlegen: 
f 
D’iy) = D,(y)-D:«y). 
dass man den Verlauf der Integrale von D,(y)=0 in der ganzen Ebene 
beherrscht. Wir haben hier bei den Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung diejenige specielle Form der Reihenentwickelung benutzt, welche sich 
bei der Zerfällung 


DyW)=“*, Dy)=p@).y ( 


de’ ’ 


ergiebt; aber es bleibt die Frage offen, ob man nicht durch Wahl anderer 


Zerlegungen zwecekmässigere Formen der Entwiekelung erhält, und diese 
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Frage wird nicht minder bei den Differentialgleichungen höherer Ordnung 
zu erörtern sein. 

Um ein Beispiel für eine solche andere Art der Zerlegung zu geben, 
betrachten wir den Fall 

(1.) D,(y) = = 2 —; y, D:y)=y. e eo,” =y.g(2). 
Nach der Theorie des Herrn Fuchs hat man nun, um ein Integral der 
regebenen Differentialgleichung mit vorgeschriebenen Anfangswerthen (für 
z=x,) zu erhalten, folgendermassen zu verfahren. Es sei , dasjenige 
Integral von D,(y)=0, welches diese Anfangswerthe besitzt; ferner sei 
771, 7, ein beliebiges Fundamentalsystem von Integralen derselben Differential- 
gleichung. Wenn die Variable x durch z ersetzt wird, so mögen n,, m, in 
v,. ®, übergehen, die Determinante 
®, ®;, 


! 


% 
werde mit 4(z) bezeichnet; ferner möge 4(z, x) aus 4(z) dadurch hervor- 
gehen, dass e,, vo, durch D,(n,), D;(n,) ersetzt werden, also 
r : 40 98 
I(2,2) = ge). = gq(r).d,(2, €). 
u 2 
Definirt man dann die Funetionen F,(x) durch die Gleichungen 
A N \ vw z A(z,x . n 
,(z) = D;(w), F,(z) = / -F,_ı(3)d3 


o\“, I z ei 
und setzt 
i ; A (2, r) n 
u,(® = / - .. F, _ı(2 dz o=1 . 


A - Mu 
F (a 
y(a ) 
so wird 
= Ze, 7 


das gesuchte Integral. 


In unserem Falle bestimmen wir (vgl. No.T) n,. n, so, dass 


Ä 


wird, also 
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wo r, und n = 1-—r, die Wurzeln der Gleichung : 





r(r—1l) = c_; 
bedeuten. Dann wird 
1 BER 
I,(2, x) = m ("2° — 27"), 
2 
also 
je ach 7 ” F d gr: f} . F d 
u,(E) = euer] N). eı (E)dr — pre BE .ı (e)de 
2 x 1 2 j 
(2.) ac” x gr X 
io / g(x).2”.u,_,(2)de— ge / g(z).2".u,_,(a)dr. 
1 2 x, 1 2 x, 





Nun setzen wir einmal «,=n, und bestimmen so mit Hülfe von (2.) eine 
Reihe U,=n), U}, ÜU;, ...; andererseits nehmen wir %,=n,, bestimmen 
nach (2.) eine Reihe U,(=n,), U), U;, ... und nehmen 
dU, 
V = —t (=0,1,2,..)° 
e dx I 


dann wird die Reihe 
FL 
2 (U+ V); 
wenn man x nach vollzogenem Umlauf = z, setzt, nach Früherem in a,,+«@. 
übergehen, und es wird damit die Fundamentalgleichung 
0 —(a,ta2)w+1 = 0 
bestimmt sein. 
Für 
6 E 5) 1 ' r dW, 
3.) zu. gH=aad).i, MW. = z Uad, NS 


v 


wird 


rı i r> Mn " 
U, = u Or. U, dt —— / gO.r U, .dı, 
"u 


nr [x 
(eo — 1) 


(4.) > je 
Br: er De 
W.= [ W.r.W,_ di —f gD.t".W,-.dt, 
21 2 | 


e BER 
1 





U, == F ne es d’, 
(d.) j 2 1 2 1 
r ni pe 


V, > 1 ıT— — 


r—r, n—r, 
Man erkennt leicht, dass sowohl U, als auch V, ein Aggregat von Gliedern 


von folgender Form wird: 
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(6.) we. gd.trrat/ gn.trdtf .../ go.tdt, 
l l 1 1 
wo 4, immer einen der Werthe 
ri 1 
r—1l, n—1 


annimmt und auch w, ... «, sich linear und ganzzahlig aus r,. nr, zu- 
sammensetzen. 
Da nach (3.) 
ad) = Zeh. , 
+2 


so wird der von x, freie Bestandtheil des Ausdrucks (6.) gegeben durch 


(6%) E c,...0,.t".[ terndef ...f We*"edt, 
. l 1 1 
die Summe erstreckt über alle Werthsysteme (2, ... #,), die den Bedin- 
gungen 
(-) Si, = -%, +-2 ( 


h 
genügen. Um die Fundamentalgleichung selbst zu erhalten, hat man / 
von t=1 aus einen Umlauf um {=0 nach t=]1 zurück vollziehen zu 
lassen; dabei nimmt £“ immer einen der beiden Werthe e’’” oder e’”'" an, 
während das iterirte Integral nach Früherem eine rationale Function von 
r, und r, wird, sodass der Coefficient jedes Gliedes e,...c, in a,-+a,, 
die Form 
(8.) 0.e""+R.e”" 
annimmt, wo Q, R rationale Functionen von r,, r, bedeuten. 
Setzt man 
ne, n=1-1, 
so kann (8.) auch auf die Form 
(8°.) 0) .sin2ann+R.cos2nn 


gebracht werden, wo Q, R rationale Functionen sind. Man kann auch 

leicht zeigen, dass die Nenner dieser Funetionen nur Linearfaetoren von 

der Form 2r-+4 (4 irgend eine positive oder negative ganze Zahl) enthalten 

können; dies ist nämlich die allgemeine Form der von » abhängigen Wur- 

zeldifferenzen für die determinirenden Gleichungen derjenigen linearen Diffe- 
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rentialgleichungen, denen die iterirten Integrale in (6°) genügen (vgl. No. Il): 
ausserdem treten die Ausdrücke (6“.) in U, uud V, nur mit solchen ratio- 
nalen Functionen multiplieirt auf, deren Nenner Potenzen von 1—2r (näm- 
lieh n—r,) sind. 

Dies ist die Verallgemeinerung eines von Herrn Bruns (Astronomische 
Nachrichten No. 2533, 1883 und 2553, 1884) für eine Differentialgleichung 
der Störungstheorie ausgesprochenen Satzes. 

Auf die explieite Darstellung der Fundamentalgleiehung mit Hülfe 
des angegebenen Verfahrens gehe ich hier nieht näher ein. Dagegen soll 
noch kurz der Fall betrachtet werden, dass der Umlauf nur den Punkt 
z—=( umschliesst und in diesem Punkte die Integrale der gegebenen Difte- 
rentialgleichung nicht unbestimmt werden. 

Dann ist 


(€) = a @=-,81,2..). 


also kann für oe—1 den Bedingungen (7.) durch kein einziges Werthsystem 
(21, ».. 2%,) genügt werden; es wird 


Aıtda = [ J.+ Vol_.a; 


2nır, ı Irirs 
ER ] \ 7} & 
nn e 2: 0 e , 


sodass man sofort auf das bekannte Resultat zurückkommt. 
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Ueber die Differentialgleichungen der Dynamik und 
den Begriff der analytischen Aequivalenz dynamischer 
Probleme. 


(Von Herrn Stäckel.) 


I. 


Begriff eines dynamischen Problems: Normalform der Differentialgleichungen der Dynamik. 


Jacobi sagt in der ersten seiner Vorlesungen über Dynamik (heraus- 
segeben 1866 von A. Clebsch, 1884 von E. Lottner), dass er sich auf sol- 
che Aufgaben der Mechanik beschränken werde, bei denen es sich handelt 
um die Bewegung eines Systems einer endlichen Zahl materieller Punkte 
von der Beschaffenheit, dass sowohl die Bedingungen des Systems als auch 
die wirkenden Kräfte allein von der Configuration der Punkte, nieht von 
ihren Geschwindigkeiten abhängen. Im Folgenden wird es sich als zweck- 
mässig erweisen, auch gewisse Systeme von unbeschränkt vielen materiellen 
Punkten zuzulassen, nämlich alle diejenigen, deren Lage zur Zeit £ dureh 
die Werthe einer endlichen Anzahl von Bestimmungsstücken angegeben wird, 
wie dies etwa bei einem starren Körper der Fall ist. Dagegen werden 
Jacobis Beschränkungen hinsichtlich der Bedingungen des Systems sowie 
der wirkenden Kräfte durchaus festgehalten werden. Die so definirten Auf- 
vaben der Mechanik sollen kurz dynamische Probleme heissen. 

Um für ein dynamisches Problem die Differentialgleichungen der Be- 
wegung in der Form aufzustellen, die ihnen ZLagrange im zweiten Theile 
seiner Mechanik gegeben hat (Mecanique analytique, Paris 1788. 8. 226), 
werden die Bestimmungsstücke p,. pP, -.. p„ des Systems in folgender 
Art eingeführt. Die Coordinaten des öten materiellen Punktes zur Zeit 
in Bezug auf ein beliebiges festes rechtwinkliges Coordinatensystem seien 
Ta, I, X. Dann bestehen vermöge der Bedingungen des Systems 
gewisse Gleichungen, und diese sind 


41* 


zwischen den Grössen x,, 2, ... X 


n 
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bei dynamischen Problemen solcher Natur, dass sie sich identisch erfüllen 
lassen, indem man die x, als Functionen von » unabhängigen Veränder- 
lichen p,, pP, ... p, ausdrückt. Sieht man aber die p,, p», ... p, als 
Functionen von n+r neuen unabhängigen Veränderlichen 9, 9, --- 94; 
an, so erhält man Ausdrücke der x, in diesen neuen Veränderlichen, durch 
welche ebenfalls die Bedingungsgleichungen erfüllt werden. Deshalb fügt 
Lagrange (a. a.0. S. 217) hinzu, dass » die kleinste Anzahl unabhängiger 
Variabeln sein soll, vermittelst deren sich die x, darstellen lassen. Jacobi 
(Dynamik, 8. 62) drückt diese Forderung so aus (ebenso Kirchhoff, Mecha- 
nik, S. 29), dass die Anzahl » gleich der Differenz ist zwischen der Anzahl 
sämmtlicher Coordinaten x, ‚und der Anzahl der von einander unabhängigen 
Bedingungsgleichungen zwischen diesen Grössen. Dies ist erlaubt, so lange 
man nur eine endliche Zahl von Grössen x, hat. Es ist aber möglich, dem 
Kriterium dafür, dass » wirklich die kleinste Anzahl unabhängiger Ver- 
änderlicher ist, eine Form zu geben, die frei ist von dieser Beschränkung. 
Herr Kronecker hat nämlich in seinen Vorlesungen folgenden Satz bewiesen: 

Ist ein System von mindestens » Functionen &,, ©, ... x, der un- 
abhängigen Variabeln p,, ps, -.. pP. gegeben, so ist die kleinste Anzahl un- 
abhängiger Variabeln, durch welche sich diese Funetionen ausdrücken lassen, 
genau gleich der Zahl, welche den Rang *) des Systems: 

or, ( 2... 
Öpr Bel, 2... 
angiebt; sie ist also dann und nur dann gleich z, wenn dieser Rang gerade 
gleich » ist. 

Sind nunmehr die x, durch die » Bestimmungsstücke p,, pP, -:- P, 
der verlangten Art dargestellt, so hat man nach ZLagrange die Gomponenten 
nach den Coordinatenaxen der auf den iten materiellen Punkte wirkenden 
Kraft X, , Ay, A;;, welche der Voraussetzung nach nur von den x, ab- 
hängen, durch die p, darzustellen. Alsdann sind die so gewonnenen Aus- 
drücke der r, und X, einzusetzen: 

erstens in den Ausdruck der virtuellen Arbeit des Systems im Zeit- 
elemente (f...t+dt) 


y' \ 
a Ä, dr, 9 


‚dl 


*) Ueber den Begriff des Ranges eines Systems von Grössen vergl. Sitzungsberichte 


der Berliner Akademie 1884 II. S. 1192. 
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welcher dadurch übergehen möge in 


1.) U' = EP,op,, 


zweitens in den Ausdruck der lebendigen Kraft des Systems zur 
Zeit £, welcher, wenn die Masse des ‘ten Punktes mit m;; » = m,, , = m, 
bezeichnet wird, lautet 
dr, ’ 
%y' 1 
18m, (42) 
2 "\dı 


! 


_— 


und übergehen möge in: 


r “ d Pr) 1 / 
(2.) Tr nun 123 d,; Ei; Aa 


er di di a A 


Hierbei sind die P, und a,, Funetionen der p,, p,. -.. p,„ allein; die kleinen 
griechischen Buchstaben bezeichnen hier, wie im Folgenden, die Reihe der 


Zahlen 1. 2, ... n. 


Ist dieses geschehen, so ergeben sich endlich die gesuchten Diffe- 


o 


rentialgleichungen in der Form: 


d oT oT n 
+ in a 2 — (0 
(a ) dt „ dp, OP u Pi ; 
[4 y u 
dt 


Aus diesem System lässt sich aber ein anderes völlig gleichbedeuten- 
des ableiten, bei dem die zweiten Ableitungen der p, nach der Zeit aus- 
gedrückt sind durch die Grössen p, selbst und ihre ersten Ableitungen nach 
der Zeit. Dies darzuthun dient folgende Ueberlegung. 

Die lebendige Kraft des Systems T kann (für reelle Werthe der z,) 


N, 


. “ .. . dr, . 
nur dann verschwinden, wenn die sämmtlichen 7 verschwinden. Daher 
3 ( 
kann auch 


. dp, dp; 
T = 12a, — 
dor Be DE Te” 


nur dann verschwinden, wenn die Gleichungen: 


‚0x, dp, 
(3.) & , r — ( (A Fa RE 
“u OPu dt 


sämmtlich erfüllt sind. Nun wurde die geringste Zahl » der unabhängigen 
Veränderlichen dadureh ceharakterisirt. dass mindestens eine Determinante 
| OX, 


a EA n=1,2,...n) 
OPu 


nicht identisch verschwindet, woraus folgt, dass die Gleichungen (3.) nur be- 
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friedigt werden können durch das Verschwinden sämmtlicher zu . Mithin ist 


dp . m 
-F#_ welche nur verschwindet, wenn sämmt- 


m.” 


verschwinden, und sonst einen positiven Werth bat. In der 


T eine quadratische Form der 


‘ dp. 
liche “; 


T'heorie der quadratischen Formen wird bewiesen, dass mit dieser Eigen- 
schaft untrennbar verbunden die weitere ist, dass die Hauptsubdeterminanten 
des symmetrischen Systems der Üoefficienten a,, nicht identisch verschwin- 
den, sondern (abgesehen von singulären Werthsystemen der p,) positive 
Grössen sind. Im besonderen ergiebt sich hieraus, dass bei jedem dy- 
namischen Problem die Determinante: 


(4.) a= |a,,| (i=1,2,...n) 


nicht identisch verschwindet; dasselbe gilt von den Grössen a, @», «.. @,. 
Da die Determinante der quadratischen Differentialform: 


2Tar = 4, dp,dp, 


nicht identisch verschwindet, so finden auf sie Anwendung die T’heoreme, 
welche die Herren Christoffel und Lipschitz in ihren gleichzeitig erschienenen 
Abhandlungen (Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdrücke 
„weiten Grades, dieses Journal, Bd. 70 (1869) 8.46 und 8. 241; Unter- 
suchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von » Differentialen, 
ebendaselbst S. 71) über solche Formen entwickelt haben. Bei diesen 
Untersuchungen spielt eine besondere Rolle das Aggregat: 


z 
OAayu OA) u da, 


b) 


Op; Öpr OPu 
. u: ae a 
welches Herr Lipschitz mit f„.., Herr Christoffel mit 2[”,] bezeichnet. Da 
später verschiedene Differentialformen neben einander betrachtet werden 
müssen, soll hier nach dem Vorgange von Herrn Weingarten (Ueber die 
T'heorie der auf einander abwickelbaren Oberflächen. Festschrift der tech- 
nischen Hochschule. Berlin 1884) 


N) > n 
(5.) At „Zee _ ei), fe) 
 . OP% Opu 7 ul, 


gesetzt werden. 


Mit Benutzung dieses Zeichens lauten die Gleichungen («a.) explieite: 


. d’p, ‚[%»4] dp, dp; 
(a‘.) <A; ae rs id Fragen ern -—P, u 0. 


„dt d 
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Diese Gleichungen aber lassen sich, da die Determinante 
| 4, Ka a 
la,.| ( 


d’p, 
di’ 
werde noch (ebenfalls nach dem Vorgang der Herren Christoffel, Lipschitz 
und Weingarten) eingeführt: 


ar, ) 
(6.) Eee} 


an Fa (v),’ 


nieht identisch verschwindet, nach den auflösen. Zu diesem Zwecke 


wobei a,, das dem System der a,, reeiproke System bezeichnet. Alsdann 
erhält man das dem System (a’.) völlig gleiehbedeutende System: 


d’p, (aA dp, dp; 
(a*.) > e FE +EPao 


di? Ze A te 


u 
Die Gleichungen (a*.) sollen als die Normalform des Systems der Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung für das dynamische Problem bezeichnet 
werden. 


Il. 
Begriff und Bedingungen der analytischen Aequivalenz dynamischer Probleme. 
Statt der unabhängigen Veränderlichen p,, p:,... p, Kann man neue 
Veränderliche q,, 9, -.. g„ einführen, indem man setzt: 


(S.) Px = Pr I +++ An). 
Dabei ist die Substitution (S.) nur der einen Bedingung unterworfen, dass 
die Functionaldeterminante 
OPx 
nicht identisch verschwindet. Da auf der Möglichkeit, die » Bestimmungs- 
stücke in verschiedener Art einzuführen, die, Integration der Differential- 
gleichungen der Bewegung beruht, so ist die Transformation dieser Glei- 
chungen von fundamentaler Wichtigkeit, und sie zu erleichtern war ge- 
rade die Absicht, welche Lagrange hatte, als er die Differentialgleichungen 
der Bewegung in der Form (a.) aufstellte (vergl. a. a. O. 8. 217). Führt 
man nämlich die neuen Variabeln in die Ausdrücke für U’ und T ein, wo- 
durch man erhalten möge: 


(1'.) U = 20,0g,; 
T 


(2'.) EREER © Sy / dq; dq 
MN A ri 
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so lauten die neuen Differentialgleichungen der Bewegung 
d oT oT 
(b.) — — (0, =. 
dt dgq: Ogx 
a2 
di 
Es genügt also, die Ausdrücke für die virtuelle Arbeit und die lebendige 
Kraft umzuformen, denn aus diesen kann man unmittelbar die Differential- 
gleichungen der Bewegung ableiten. Man erhält auf diese Weise auch so- 
fort die Normalform der Bewegungsgleichungen. Zu diesem Zweck hat 
man aus den Coefficienten von (2'.) nur zu bilden: 


I b ob, ob ah 

j | oO u r Fu Ve en Sue | | 

0) "UL og h Ögx gu uS,' 

y v +4 N vz EZ, 

(6'.) |", bu tylo 

wobei b,, das dem System der b,, reeiproke System bedeutet. Dann ist 

d’g, = dgq, da; ’ 

* “ SE an x 

Br. 7 4 Pi Re der ne 20 


Der Umstand, dass man behufs Aufstellung der Differentialglei- 
chungen der Bewegung für ein dynamisches Problem von dem betrachte- 
ten Systeme nur zu kennen braucht die Ausdrücke der virtuellen Arbeit 
und der lebendigen Kraft in der kleinsten Anzahl von Bestimmungsstücken, 
scheint mir auch nach anderer Richtung von Bedeutung zu sein. Er er- 
klärt die Erscheinung, dass verschiedene in ihrer mechanischen Formulirung 
ganz disparate Aufgaben der Dynamik zu demselben System von Difte- 
rentialgleichungen der Bewegung, also zu demselben analytischen Problem 
seführt haben. Es ist also zu unterscheiden zwischen der mechanischen 
Einkleidung und dem analytischen Kern der dynamischen Probleme. Die 
Lösung eines einzigen analytischen Problems liefert häufig die Mittel, ganz 
verschiedenartige dynamische Probleme zu erledigen, indem es nur dar- 
auf ankommt, die gewonnenen Functionen der Zeit vom Standpunkte der 
Mechanik aus zu deuten und zu discutiren. Auf anderen Gebieten der 
mathematischen Physik sind solehe Erscheinungen geläufig, wofür die Po- 
tentialtheorie ein schönes Beispiel ist. Aber gerade in der Dynamik scheint 
jene Unterscheidung nicht mit genügender Klarheit erkannt und durchge- 
führt worden zu sein. Welche Folgen dies gehabt hat, wird unten an 


einigen bezeichnenden Beispielen dargethan werden. 
Wenn zwei Probleme der Dynamik in der Beziehung zu einander 
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stehen, dass sie zu demselben Systeme von Differentialgleicehungen der Be- 
wegung führen, so sollen sie analytisch äquivalent genannt werden. 

Will man den Begriff der analytischen Aequivalenz dvnamischer 
Probleme für die Untersuchung soleher Aufgaben nutzbar machen. so tritt 
sofort dadurch eine erhebliche Sehwierigkeit ein, dass jene Aequivalenz 
vermöge der Identität der Systeme der Differentialgleichungen der Bewe- 
gung nur dann evident wird, wenn für die beiden betrachteten Aufgaben 
die Bestimmungsstücke in besonderer Weise gewählt sind. Im allgemeinen 
gilt nur Folgendes. Führt das Probiem I. auf die Gleichungen (a*.), das 
Problem II. auf die Gleichungen (b*.), so sind beide Probleme analytisch 
äquivalent, wenn eine Substitution (S.) existirt, die das System (a”.) in das 
System (b*.) iiberführt. 

Dafür dass dies der Fall ist, lässt sich sofort eine hinreichende Be- 
dingung angeben. Seit Lagrange weiss man, dass, wenn die beziehlichen 
Ausdrücke der virtuellen Arbeit und der lebendigen Kraft für zwei dyna- 
mische Probleme: 

| En EP,0p;, U = 20,0q,; 
P x 
(A ) dp, dp, dq, dg; 
a N Fe 
durch eine Substitution (S.) in einander übergehen, dass alsdann dieselbe 


ad ” 
T=}E0 


ni: 
11.) 


.) i " 
| T=-1>%a 


Substitution die Differentialgleichungen der Bewegung in einander überführt. 

Um zu entscheiden, ob eine solche Substitution (S.) existirt, kann 
man so verfahren. Man untersucht, ob die quadratische Differentialform 
2Tdt’ sich transformiren lässt in 2Tdf. Die Frage, ob zwei gegebene 
quadratische Differentialformen in einander transformirbar sind, ist von Herrn 
Christoffel (a. a. 0. S. 65 und- S. 244) behandelt worden. Es wird zunächst 
der Fall ausgeschlossen, dass das Gebiet der Variabeln p, bei unveränder- 
tem 2Tdt’ in sich verschiebbar ist, da alsdann „die Substitution (S.) noth- 
wendig verfügbare Elemente enthält, welche stetiger Aenderung fähig sind“. 
Wenn alsdann Transformation überhaupt möglich ist, so ist sie eine be- 
stimmte, und über die Möglichkeit wird entschieden, indem man die Mög- 
lichkeit der simultanen linearen Transformation einer Reihe algebraischer 
Formen untersucht. 

Hat man auf diese Weise die Transformation (S.), welche 2Tdt in 
2TdF überführt, so ist nur noch zu ermitteln, ob dadureh auch U’ in W 
übergeht. Dafür ist aber das identische Bestehen der Gleichungen 
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) 
. © 
D, = zp, Pr VB EREN 
u, Ogx 


nothwendig und hinreichend. Gelten also noch diese Gleichungen, so sind 
die Probleme analytisch äquivalent. 

Da nun zur analytischen Aequivalenz nur erforderlich ist, dass die 
Differentialgleichungen der Bewegung identisch gemacht werden können, so 
erhebt sich nunmehr die Frage, in welcher Beziehung bei zwei analytisch 
äquivalenten dynamischen Problemen die Ausdrücke der, virtuellen Arbeit 
und der lebendigen Kraft stehen. 

Zu zwei solehen Problemen gehört nothwendig dieselbe kleinste An- 
zahl » von Bestimmungsstücken. Es dürfte daher naturgemäss sein, alle 
dynamischen Probleme, für welehe diese Anzahl denselben Werth hat, zu- 
sammenzufassen in Ordnungen, welche durch den Werth von » charak- 
terisirt sind. | 

Da die beiden betrachteten Probleme analytisch äquivalent sind, so 
kann man sich von vorn herein die Bestimmungsstücke so eingeführt denken, 
dass die Aequivalenz in Evidenz tritt. Es sei also: 


U’ — Ss P,odp,, U’ = P3 V,dp,, 
Toaize, dp, dp; | Telfe, dp, dpi 
rn a Be 


Dann lauten die beziehlichen Differentialgleichungen der Bewegung: 


’ I’p, \zA) dp. dp; 
(£ * ( ı ne ver y P4 k nn = P a 
er ) di’ a | ER ar 
r d’p, ‚(#241 dp, dp; Du 
(w N.) P: B> | * : +23 V u Dun: 
di? za y ,. a m ee 


Der Voraussetzung nach sind beide Systeme identisch, d. h. sie definiren die 
p, als dieselben Funetionen der Zeit. Dafür ist aber nothwendig und hin- 
reichend, dass beide bei denselben willkürlichen Anfangswerthen der p, und 


"u . d’p 
"x dieselben Werthe der Is. 
‘dt dt’ 


als dass die Gleichungen: 


ergeben, und das bedeutet nichts anderes, 


ae (#4 7 
(A.) r — | M | Ave ...n), 
7 u 1 
(B.) Ss E; 1D „, u z R.0, Veh...) 
u i 4 j 


identisch in pP. Ps, ».. pP, bestehen. 


4 
5 
er 
x 
Fra 

% x 
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Die Gleiehungen (A.) und (B.) lassen sich auch ansehen als der 
Ansatz folgender Aufgabe. Gegeben ist ein dynamisches Problem mit den 
Ausdrücken U’ und T, bekannt also sind die P, und a,;; gesucht sind die 
Ausdrücke U und 7, also die V, und w,;, die zu dynamischen Problemen 
gehören, welche dem gegebenen analytisch äquivalent sind. Vermöge der 
Gleichungen (A.) und (B.) ist diese Aufgabe zurückgeführt auf die Dis- 
eussion eines Systems simultaner partieller Differentialgleichungen. Dabei 
ist noch zu bemerken, dass nur solche Lösungen w,, dieses Systems zuge- 
lassen werden dürfen, für welche 2Tdf’ eine positive quadratische Form der 
dp, ist. Und dies ermöglicht sofort eine erhebliche Vereinfachung der Dis- 
cussion. Denn da die Determinante 

(7.) vo = |w,| A=1,2...n 
nicht identisch verschwinden darf, lassen sich die Gleichungen (B.) nach 
den V, auflösen, sind also gleichbedeutend mit: 

(B'.) = = P,a,,w,, 


Man braucht daher nur zu untersuchen, welches die allgemeinste Lösung 
der Gleichungen (4A.) ist, für die 2Tdt’ eine positive quadratische Form ist. 
Hat man diese gefunden, so erhält man den allgemeinsten Ausdruck W, 
indem man die V, durch die Gleiehungen (B'.) definirt. 

Es kommt also alles an auf die Discussion der Gleichungen (A.) 


X 

Man erkennt leicht, dass diese Gleichungen identisch erfüllt sind durch 
W,, B040 Cd,,, 

wo ec eine positive Gonstante bedeutet. Dann ist 
x = eT, 

also 2Tdt’ eine positive quadratische Form der dp,. Ferner ergiebt sich 
= eU., 


Für die analytische Aequivalenz zweier dynamischen Probleme reicht es 
also hin, dass die beziehlichen Ausdrücke der virtuellen Arbeit und der 
lebendigen Kraft sich nur durch dieselbe multiplieative Uonstante unter- 
scheiden. 

Es ist leicht, zu einem Problem mit den Ausdrücken U’ und T solche 
zu finden, die auf W=cU, T=eT führen. Man braucht nur jede Länge 
!im ersten Problem durch el, jede Masse m dureh ?m, jede Kraft X durch 
yX, jede Zeit £ durch et zu ersetzen, wo «, 9, Y, & UConstanten bedeuten. 
42* 
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ns OR n 
Alsdann geht U in ayU’, T in = T über. Wenn also nur 


n aß 
ie 
’ 


ist, so ändern sieh U’ und T um dieselbe multiplicative Constante, und die 
Difterentialgleichungen der Bewegung bleiben unverändert. 

Diese besondere Art analytischer Aequivalenz hat schon Newton 
(Philosophiae naturalis prineipia mathematica (1686) Liber. I, prop. 87) für 
Probleme specieller Natur erkannt. In ihrer vollen Allgemeinheit ist sie von 
Herrn Bertrand (Journal de l’Eeole Polytechnique, XIX, Cah.32, S. 189 (1848). 
Note sur la similitude en me&canique) formulirt und als mechanische Aehn- 
lichkeit bezeichnet worden. Herr Bertrand hebt hervor, dass dieses Prineip, 
das er als sehr fruchtbar bezeichnet, zwar nieht die Lösung mechanischer 
Probleme, wohl aber einen Zusammenhang zwischen verschiedenen Pro- 
blemen giebt, Problemen, wie er sagt, „de diffieult@ analytique &quivalente“. 
Ks verdient erwähnt zu werden, dass Herr H. von Helmholtz in seinen Ar- 
beiten wiederholt von der mechanischen Aehnliehkeit Gebrauch gemacht hat 
(vergl. z. B. Wissenschaftliche Abhandlungen. Bd. I, S. 158). 

Es fragt sich jetzt, ob das System (A.) ausser der evidenten Lösung 
w,, = ca,, noch andere Lösungen besitzt. Dass dies bei besonderen Auf- 
gaben sehr wohl der Fall sein kann, zeigt folgendes Beispiel. Es seien 


da 


. 2 . a i al. i 
die a,, sämmtlich Constanten. Dann sind alle v und damit auch alle 


xl . rT a ® 1 . 
| | gleich Null, und die Gleichungen (A.) werden M Ö. 


I 


Diese Gleichungen sind aber augenscheinlich identisch erfüllt, wenn 
man den w,, irgend welche ceonstanten Werthe beilegt. Damit 2Tdr eine 
positive quadratische Form der dp, sei, müssen nur die Hauptsubdeterminan- 
ten des symmetrischen Systems der w,; positiv sein. Dabei ist also durch- 
aus unnöthig, dass das Verhältniss a,,:w,, für alle Werthsysteme x, 4 den- 
selben constanten Werth habe. 

Wohl aber lässt sich zeigen —., und dies wird den Gegenstand des 
folgenden Abschnittes bilden —, dass im allgemeinen das System (A.) nur die 


Lösung w,,= ca,; hat, d. h., dass die Forderung, es solle ausserdem noch 

eine andere Lösung existiren, eine wirkliche Beschränkung in der Wahl 

der Coeffieienten a,; bildet. Es wird dort der Satz bewiesen werden: 
Gegeben sei ein symmetrisches System von Funetionen der Variabeln 
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Pıs Pay ++ Pn!au(%,4=1,2,...n), dessen Hauptsubdeterminanten nicht iden- 
tisch verschwinden; gesucht ein System w,, derselben Beschaffenheit, bei 
welchem die w,, den partiellen Differentialgleichungen 
je} (aA 
rt, 
genügen. Wird ausgeschlossen, dass die a,, gewissen genau angebbaren 


(zZ 2 0 0a 


partiellen Differentialgleichungen genügen, so ist das allgemeinste System 
o,, der verlangten Art gegeben durch: 


w,, = ca 


ah EZ) 
wo ec eine willkürliche Constante bedeutet. 

Den Schluss des Abschnittes sollen die Folgerungen bilden, welche 
man aus diesem Satze für unsere dynamischen Fragen ziehen kann. 

Nach Lagrange braucht man behufs Aufstellung der Differentialglei- 
chungen der Bewegung für ein dynamisches Problem von dem betrachteten 
System nur zu kennen die Ausdrücke der virtuellen Arbeit und der leben- 
digen Kraft in der kleinsten Anzahl von Bestimmungsstücken. Aus dem 
eben angegebenen Satze folgt, dass man, abgesehen von gewissen sin- 
gsulären Fällen, umgekehrt aus den Differentialgleichungen der Bewegung 
die Ausdrücke der virtuellen Arbeit und der lebendigen Kraft bis auf 
dieselbe multiplicative Constante ermitteln kann. Das Auftreten dieser 
Constanten erklärt sich, wie schon aus der Bemerkung Seite 327 unten 
hervorgeht, daraus, dass diese Ausdrücke. solange die Wahl der Einheiten 
von Länge, Masse, Kraft und Zeit willkürlich bleibt, überhaupt nur bis 
auf einen Proportionalitätsfactor bestimmt sind. Man darf daher sagen, dass 
bei geeigneter Wahl der Einheiten die Identität der Systeme der Differential- 
gleichungen der Bewegung für zwei Probleme im allgemeinen auch die 
Identität der Ausdrücke der virtuellen Arbeit und der lebendigen Kraft nach 
sich zieht. Unter dieser Bedingung gilt also der Satz: 

Für die analytische Aequivalenz zweier dynamischen Probleme 
ist, abgesehen von singulären (besonders zu untersuchenden) Fällen, 
nothwendig und hinreichend, dass die beziehlichen Ausdrücke der 
virtuellen Arbeit und der lebendigen Kraft in der kleinsten Anzahl 
von Bestimmungsstücken identisch sind oder durch simultane Trans- 
formation der Variabeln identisch gemacht werden können. 

Hieraus folgt, dass jedes allgemeine Prineip der Mechanik, mit dessen 
Hülfe sich die Differentialgleichungen der Bewegung für ein dynamisches 
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Problem aufstellen lassen, so beschaffen ist, dass man mit seiner Hülfe die 
Ausdrücke für die virtuelle Arbeit und die lebendige Kraft des Systems er- 
mitteln kann. Die Kenntniss dieser Ausdrücke kann also als das Minimum 
dessen bezeichnet werden, was zur analytischen Kennzeichnung eines dyna- 
mischen Problems erfordert wird. 

Die Resultate der vorhergehenden Untersuchung über die analytische 
Aequivalenz dynamischer Probleme treten jedoch erst dann in das rechte 
Licht, wenn man sie in Verbindung bringt mit gewissen Betrachtungen, welche 
Herr Lipschitz in seinen Abhandlungen: „Untersuchung eines Problems der 
Variationsrechnung‘“ (dieses Journal, Bd. 74 (1871) 8.746) und: „Bemerkungen 
zu dem Prineip des kleinsten Zwanges“ (dieses Journal Bd. 82 (1877) S. 316) 
angestellt hat*). Von besonderer Wichtigkeit ist dabei die Ausführung, welche 
sich a. a. O. Bd. 82, 5. 331 findet, und deren Inhalt sich in der hier an- 
sewandten Bezeichnung so wiedergeben lässt. 

Eine Aufgabe der Dynamik habe geführt auf die Ausdrücke: 


! \ \ d x d 


Nun lässt sich das Problem der en in der Weise ausdehnen, dass das 
Quadrat des Linienelementes ds im Raume gleich einer beliebigen wesentlich 
positiven quadratischen Form der Differentiale der Coordinaten angenommen 
wird. Man darf daher für diese Differentialform genau den Ausdruck 


(8.) Sa,dp,dp, = ds’ 
Kb 
wählen. In Uebereinstimmung hiermit ist dann die lebendige Kraft eines 
Punktes der Masse 1 ven 
2> 472 ) = Sg dp, dp; 
32 Te? 


Aber auch dem Ausdruck | 
U' = Z3P,‘p, 


kann man für die jetzt betrachtete Bewegung die entsprechende Bedeutung 
der virtuellen Arbeit geben. Thut man dies, so ergiebt sich vermöge der 
von Herrn Lipschitz in der erstgenannten Abhandlung entwickelten Sätze 
ein System von Differentialgleichungen der Bewegung des Punktes der 


*) Ich bemerke hierbei, dass Herr Lipschitz auch die Güte gehabt hat, mir über 
den Gegenstand einige briefliche Mittheilungen zukommen zu lassen, welche mir bei der 
vorliegenden U ntersuchung von grossem Nutzen gewesen sind, und für welche ich mich 
zum grössten Danke verpflichtet fühle. 





ww 
— 


wi 
-." 
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Masse 1 in der »-fachen Mannigfaltigkeit, deren Linienelement ds durch 
Gl. (8.) gegeben wird, welches genau dieselbe Gestalt hat, wie das System 
der Differentialgleichungen (a.), das für jenes dynamische Problem aufge- 
stellt wurde. 

Wenn 'man daher bei der Betrachtung dynamischer Probleme auch 
solche zulässt, die diesem erweiterten Begriff der Mechanik entsprechen, so 
sind als analytisch aequivalent alle diejenigen Aufgaben anzusehen, welche 
auf dasselbe System von Differentialgleichungen der Bewegung führen. Da- 
für dass zwei solche Probleme analytisch aequivalent sind, ist im allge- 
meinen (abgesehen von jenen singulären Fällen) nothwendig und hinrei- 
chend, dass sie auf dieselben Differentialformen: 

U' = ZP,dp,, 2Td = Za,,dp,dp; 
z x 


führen. Unter den unendlich vielen analytisch aequivalenten dynamischen 
Aufgaben giebt es dann immer eine, deren mechanische Formulirung am 
einfachsten ist, nämlich die Aufgabe, welche besagt, dass die Bewerung 
eines Punktes der Masse 1 bestimmt werden soll, welcher stets in einer 
»-fachen Mannigfaltigkeit bleibt, deren Linienelement ds dureh Gleichung 
(8.) gegeben wird, während der Ausdruck der virtuellen Arbeit durch 
U’ dargestellt ist. Aber auch in jenen singulären Fällen ist eine solche 
Zurückführung möglich; nur kann es dann eintreten, dass mehr als ein 
Normalproblem der soeben charakterisirten Art existirt. 
3ei dieser Anschauung gewinnen auch die Gleichungen 
(A.) Mm 

auf deren Discussion nunmehr alles ankommt, eine einfache dynamische 
Bedeutung. Sie lassen sich auffassen als die nothwendige und hinreichende 


jedingung dafür, dass das System von Differentialgleichungen: 


e' d’p, A) dp, dp; 
(a.) ee it | u u 
di’ tu), di di 


identisch ist mit dem System: 


0 d’p. ‚a4 dp, dp; 
m . - m — % > 
( ) di“ are Tr” 


Das erste System lässt sich aber ansehen als das System der Differential- 
gleichungen der geodätischen Linien der n-fachen Mannigfaltigkeit, deren 
Linienelement ds durch Gleichung (8.) gegeben wird, und die Frage nach 
der allgemeinsten Lösung der Gleichung (A.) bei gegebenen a,, ist daher 


oO 
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identisch mit der nach der allgemeinsten Form des Linienelementes einer 
n-fachen Mannigfaltigkeit, deren geodätische Linien den Differentialglei- 
ehungen (a‘.) genügen. Da diese Lösung, wie im folgenden Abschnitte 
gezeigt werden wird, im allgemeinen »,, = ca,,; ist, so ergiebt sich damit 
zugleich, dass — abgesehen von den singulären Fällen, für welche die Ent- 
scheidung dahin gestellt bleiben muss — durch die Differentialgleichungen 
der geodätischen Linien, also auch dureh die allgemeinen Gleichungen dieser 
Linien, das Linienelement der betreffenden »-fachen Mannigfaltigkeit bis auf 
einen eonstanten multiplieativen Faetor eindeutig bestimmt ist. Dass das Um- 
sekehrte gilt, dass »-fache Mannigfaltigkeiten, deren Linienelemente überein- 
stimmen, auch zu denselben allgemeinen Gleichungen der geodätischen 
Linien führen, ist unmittelbar ersichtlich. 


II. 


Untersuchung des Systems partieller Differentialgleichungen: 


Bi pr 
=), 





hl 
\ 
[ 





(+. mL; N)» 
v 


0" d 


(segeben sei ein symmetrisches System von Funetionen der » un- 
abhängigen Veränderlichen p,, ps, --- P, 

d,; (,i4=1,2,...n), 
von dem nur vorausgesetzt wird, dass die Hauptsubdeterminanten nicht iden- 
tisch verschwinden. Gesucht wird das allgemeinste System derselben Be- 
schaffenheit 


%W,; (i=1,2 ..n), 
welches zu dem gegebenen in der Beziehung steht, dass 
ad. ah 
(A.) h = | | (.d,v1,2..0), 
v w v a 


ist. Die Frage nach einem solchen System w,, hat einen Sinn, weil 
».; = CAa,,, WO ce eine Constante bedeutet, eine Lösung von (A.) ist. 

Für die Untersuchung der Gleichungen (A.) ist von der grössten 
Wichtigkeit, dass sie sich ersetzen lassen durch ein vollständig gleichbe- 


deutendes System homogener linearer partieller Differentialgleichungen erster 
Ordnung für die »w,,. Diese Umformung beruht auf der von Herrn Christoffel 
(a. a. 0. 8. 50) angegebenen Identität 


‚9* 4 *] | fr +] ow;i, 
NY Karte; OPu ’ 


1} 
HJ 


u us 
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diese Identität ist übrigens nur ein specieller Fall einer allgemeineren von 
Herrn Lipschitz (a. a. 0. Bd. 70, Formel (11.)) entdeckten. Mit Hülfe der 


ii PA ' an r . u 
Definition der | erschliesst man aus Gleichung (9.), dass mit den Glei- 


w 


chungen (A.) auch die Gleichungen bestehen: 


OW;; \u % (u) 
A*. —— = 5) \ wort) Don 
Re: OPy FF Ah EP Re 


Eine einfache Rechnung zeigt aber, dass aus den Gleichungen (A*.) um- 
gekehrt wieder die Gleichungen (A.) hervorgehen, dass diese also durch 
die Gleichungen (A*.) vollständig ersetzt werden. 

Die Gleichungen (A*.) erledigen die Frage nach der allgemeinsten 
Lösung der Gleichungen (A.) ganz direet in dem schon Seite 328 erwähnten 
besonderen Falle, dass alle a,, Constanten sind. Dann wird nämlich 

ah et 
OP, 
sodass die oben angegebene Lösung w,,= const. sogar die allgemeinste 
Lösung der Gleichungen (A.) für diesen Speeialfall ist. welcher daher fortab 
als erledigt gelten kann. 

Sollen die Gleichungen (A*.) mit einander verträglich sein. so muss 


. . . OW,) .o Bu . . . 1 
die partielle Ableitung von öp nach p, übereinstimmen mit der partiellen 
Ö 


Ableitung von = nach p,. Man erkennt leicht, dass diese Integrabilitäts- 
p, 
bedingungen auftreten in der Form linearer homogener Relationen zwischen 
den w,;. Die Coeffiecienten in diesen Relationen stehen in enger Beziehung 
zu den Coefficienten der von Herrn Lipschitz (dieses Journal Bd. 70, S. 84. 
Formel (34.)) aufgestellten quadrilinearen Form #, welche eine Uovariante 
der quadratischen Differentialform 
a,,dp,dp, 
ist, und deren identisches Verschwinden die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür ist, dass diese Form sich in eine Form mit constanten 
Coefficienten transformiren lässt. Dieselben Ausdrücke, bis auf einen con- 
stanten Factor, treten aber auch in anderem Zusammenhange auf bei Herrn 
Christoffel (ebendaselbst S. 54, Formel (13)), wo sie symbolisch mit (zA ur 
bezeichnet werden. Da dieses Zeichen auch von Herrn Lipschitz, jedoch 
in ganz anderer Bedeutung gebraucht wird, so halte ich eine andere Be- 
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zeichnung für zwecekmässig und setze: 


(10.) wi I nn Pr © uf ] ‚+Za, ae Zn [7] ) 


a a a Be 


Dann ist: 


(11.) v”- —2 5 wei du,du; de, dv,, 


.I.UV 


wo die «, und v, neue Variabeln bedeuten. Aehnlich wie durch Gleichung 


r ” nä3 si ) i 
(6.) aus den Ausdrücken | it die Ausdrücke N hergeleitet wurden, sollen f 


a 


„a R ö 
aus den E | neue Ausdrücke hergeleitet werden durch: 


6 x»0) » _ jeA 
(12.) z|,,),0n = I; 
Alsdann ist umgekehrt: 
. \x 0) . fa4 
(13.) 2 uni, lo = 1. 


j “0 . a x 0 
sodass aus dem Verschwinden der * | auch das Verschwinden der | \ 


a uv da 


und umgekehrt folgt. 
Vergleicht man Formel (13.) mit der von Herrn Christoffel (a. a. O. 
S. 53) abgeleiteten: 


3] = zu 2 an ep en) 


-uvl, OPu to) 0 o), oN,toY N 
so überzeugt man sich ya dass die Gleichungen gelten: 
(x A) 0 jur) Ö jvx) v4 (ov av) \ou 
14. ee m M | 
A ur), op, Ya, op rel u) ost), 
Bildet man nunmehr die AURORA 
Kal er 3 0. 
OPuOPpr  OPrOPu | 
so erhält man nach einigen Reduetionen: 
x 0 10 
(J.) >) | Wr x) | Wox .. 0*). 
o 'UV'a o MVa 


Fi du 20) . 
*) Die Gleichungen (J.) bestehen identisch, wenn alle # identisch verschwinden. 
MVa 


' 0] . . 
Allein dann verschwinden auch alle | “ identisch. also ist %=0, und man kann 
u 


a 


von vorn herein annehmen, dass die a,, Constanten sind. Gerade dieser Fall ist aber 
schon erledigt worden. 
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Setzt man A=z und giebt z einen festen Werth aus der Reihe 
1, 2, 3, ... a, während « und v beliebig bleiben, also gleich den In(n—1) 
verschiedenen Combinationen zu zweien der » Zahlen 1, 2, ... n „esetzt 
werden dürfen, so erhält man die unter (J.) enthaltene Gruppe von In(n—1) 
Gleichungen: 


(J,) >” 0) .. = 0 EEE RR N 


Diese Gleichungen lassen sich ansehen als lineare homogene Gleichungen 
für die Unbekannten w,,, %%, --- %,.. Ihre Anzahl beträgt für »=2, 5,4 


und a 


beziehlich 1, 3, 6. Durch w,.= a,, sind die Gleichungen (J,.) identisch 
befriedigt. Da nun a,, von Null verschieden ist, so kann man den Glei- 
chungen (J,.) genügen, ohne alle » Grössen w,, gleich Null zu setzen: 
folglich ist der Rang des Systems 

OR re en 
nothwendig kleiner als n. 


Ist der Rang dieses Systems genau gleich »—1, so sind die w,, 
durch die Gleichungen (J,.) bis auf einen willkürlichen multiplieativen 
Factor bestimmt. Man genügt diesen Gleichungen aber durch w,,= a,.. 
mithin ist ihre allgemeinste Lösung: 

Don > 3, Gr; 
wo z, eine noch unbestimmte Funetion der p,, pP, -.. p„ bezeichnet. Um 
diese Function zu bestimmen, setze ich diese Ausdrücke für die w 
in die Gleichungen des Systems (A*.): 


„„ ein 


y OWyr < n \u “ 
(A,F.) u DU U en | 
OPu [9] 7 l 
Dann ergiebt sich: 
03, Olyy (u x) 
4. -—— = 3, — —2>5| A,,). 
“x OPu e\ OPu - 5} A un 


Der Factor von z, verschwindet aber, weil man den Gleichungen (A,*. 
durch w,, =a,, genügt; folglich ist 


O% 


wy 


Ad - — (0) (u ES; 
FR OP u 
. . * . ( Sy * . 
und, da a,, nieht identisch verschwindet, - —(), also z, gleich einer 
OP u 


Constanten C,. Ist der Rang des Systems (S,.) gleich »—1, so sind also 
die @,,, 5 »-. @,, durch die Gleichungen (J,.) in Verbindung mit den 
Gleichungen (A,*.) bis auf die multiplieative Uonstante ©, bestimmt. 


43” 
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« 


Dies gilt für alle » Gruppen (J.), -.. (J,.), und ist der Rang der 
Systeme (S..), ... (S,.) gleich »—1, so sind alle w,, bis auf multiplicative 
Constanten C, bestimmt. Jetzt lässt sich aber zeigen, dass unter dieser 
Voraussetzung nothwendig die » Constanten C, alle denselben Werth e 
haben müssen. Es ist nämlich 

w,, = w, = (a, = Ga,= Üa,, 
also 
(C,—-C)a, = d. 
Hieraus folgt C,= C,, ausser wenn a,=0 ist. Die Behauptung ist also 
bewiesen, es sei denn, dass gerade für einen festen Werth von z 
a. > ( G=12% ..x—1,x%+l,...n) 


ist, ein Fall, der einer besonderen Untersuchung bedarf. Er findet übrigens 
statt, und sogar für jedes z#, wenn, was häufig vorkommt, die betrachtete 
Differentialform nur die Quadrate der Differentiale dp,,xdp,, ... dp, enthält. 

Die Gleichungen (J,.) sind jedenfalls befriedigt durch w 


— AM also 


0X 02» 


in dem hier betrachteten Fall durch: 


e.=dD, :2.,.0,.,.,=0 Se... 2... 0... ud, 


Setzt man diese Werthe der w,, in (J,.) ein, so kommt 


2 x 
| 
tur), 


6... = 0, 


A . m x x j & 
sodass in diesem Falle ” „ı — 0 sein muss, und zwar für alle $n(n—1) 


a 


Werthepaare «, v. Die Gleichungen (J,.) sind daher nur erfüllbar durch 
WD oz Bu 0 (o=1, 2, ... 2—1, x-+1, ...#), 


während w»,, in ihnen gar nicht auftritt, also ganz unbestimmt bleibt. 
Die Gleichungen (A,*.) ergeben aber, wie vorher, dass w,, = (,a,, ist. 
Da die Gleichungen (J,.) und (A,*.) verbraucht sind, muss man seine 
Zuflucht zu den anderen Gleichungen des Systems (J.) nehmen, in denen 2 
den hier in Betracht kommenden festen Werth hat. Da w, = 0 ist für 


o=1,.2,... 2-1, z#+1,.... n, so sind dies die Gleichungen: 


‚ 0) (A x) 1=1,2%,..%-1l,x41,...n 
> | yj t- } game () - ! 
m lu v\, or! Iu xx nn, v=l, 2 ...% ) 
Daher ist: 
20 Ar) 
Am u \ 02 + x uv), Ad, 0 


{ ; 

6 
D, 
$ 
Er 
3 
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Nun besteht identisch: 
(x 0) (Aa) 
y \ . L u 
ee ” 
mithin muss 
Y Y a) A 0) un 
(« „—( 2 N” y\ 4. > () 
sein. Hieraus aber erschliesst man ©, =(C, für A=1,2,... 2-1. z+1....n: 
denn es ist unmöglich, dass alle Ausdrücke 
- 0 
(15.) y * og . — () (u. 93 N 


Yu 


” 


sind. Das System dieser Gleichungen geht nämlich in (J,) über, wenn 
man a,, durch w,, ersetzt, folglieh ist seine allgemeinste Lösung 
di, - v, en d,._13 u VD, da — 0, EEE dA, _- v), 


”+1,/ 1/ 
Das Bestehen aller Gleichungen (15.) würde also, da A von z verschie- 
den ist, 4,=0 zur Folge haben, was gegen die Voraussetzung ist. 
Hiermit ist folgendes Resultat gewonnen: 
Wenn jedes der » Systeme: 


ae‘ \* 0| 0 ] 
(S ) 


27 'u y\ 2 4 ’ l . / 


genau den Rang »—1 hat, so ist die allgemeinste Lösung von 


/ MA _ (Al i | 
(A) RN i 
gegeben durch: 
= Cd, RE TER 


wo ec eine Constante bedeutet. 

Es wird daher alles darauf ankommen, zu zeigen, dass die Forderung. 
der Rang eines dieser » Systeme sei kleiner als »—1, eine wirkliche Beschrän- 
kung der Wahl der Functionen a,, bedeutet, dass also nicht etwa für jedes 
System a,, mindestens eins der Systeme (S,.) von selbst einen Rang kleiner 
als »—1 hat. 

Zu diesem Zwecke würde es genügen, nachzuweisen, dass, wenn die 
a,, als willkürliche Funetionen angesehen werden, mindestens eine der 
Unterdeterminanten von (a—1)’ Elementen jedes der Systeme (S,.) von Null 
verschieden ist; allein mit demselben Aufwand von Rechnung lässt sich zeigen, 
dass, wenn man eine beliebige Gleichung aus den Irn(a—1) Gleichungen 
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(J,.) herausgreift, man ihr stets »—2 weitere dieser Gleichungen so zuordnen 
kann, dass unter jener Voraussetzung die Verhältnisse der w,,, @»,. ... @,, 
durch diese »—1 Gleichungen vollständig bestimmt sind. 

Werden die a,, als willkürliche Funetionen der p, angesehen, so 
sind ihre Ableitungen nach diesen Variabeln als neue willkürliche Fune- 
tionen anzusehen. Daher kann die Determinante: 


% 05 
(a, A=1,2,... n-—ı) 
Un V. 


nur dann identisch verschwinden, wenn das Aggregat der Glieder dieser 
Determinante, welche die zweiten Ableitungen der a,, enthalten, für sich 
verschwindet. Es muss also mit jener Determinante die Determinante: 


nN9 n9 no n9 
Pr e7 u, ‚A n . | 
| > ( C Au, : d,y, C A)v, O Ayu, ‚ | 
; 10 5 


- — 


nn 9 u N nn N r N N gi (a. B=1l, 2, ...Nn—1) 
5 OPx OP. OPı Pu, OPxOPu, Op OP,, 


„a \ . 
identisch verschwinden. Da in jeder dieser (a—1)’ Summen von » Gliedern 
das Glied für 4 = z identisch verschwindet, so ist diese Determinante gleich 
dem Product: 


ns9 Na ng 

OO , O Jr O | „ 
N Av, Ar, r Agu, | ' er ei... er ar. 
ri. I BER u . i ’ N 


Kr +-— — 2 IQ, ;| 
Op;t Pr, Op; Pu, Op,( Pu, op»OPr, | j 


D) 
Ajru 7 


Der zweite Factor kann, solange a,,=a,, als willkürliche Grössen ange- 
sehen werden, nicht identisch verschwinden. Aber auch der zweite Factor 
ist von Null verschieden. Dies erkennt man so. 

Betrachtet man zuerst die Grössen, die in einem Elemente der Deter- 
minante vorkommen, — wobei zu beachten ist, dass die Indices von den a,,, 
wie die Reihenfolge der Differentiationen ohne Aenderung des Werthes ver- 
tauscht werden dürfen —, so erkennt man, dass der erste Term nur gleich 
dem zweiten, der dritte nur gleich dem vierten werden kann und umgekehrt. 
und dass dies beziehungsweise für u,=%r,=4, undv,=z, u 


4 ( 


‚=, ein- 
tritt. Jetzt wähle man »—1 verschiedene Werthepaare «u, v folgendermassen. 


Ks habe u für alle denselben Werth «, und es sei v=1,2,... w—l. 


url, ...». Da w=1,2,...» sein kann, so erhält man auf diese Weise 
» mal n—1 Paare u, v und erkennt leicht, dass diese n(n—1) Paare u, v 
alle möglichen Paare «, v, und zwar jedes zweimal, enthalten. Ist daher 
eine beliebige Gleichung des Systems (J,.) gegeben, so kann man ihr stets 
n—2 weitere Gleichungen so zuordnen, dass « constant bleibt. Von diesen 
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j n—1 Gleichungen lässt sich nun zeigen, dass die zugehörigen » Unterdeter- 
> minanten von (a—1)' Elementen, welche die Verhältnisse der »»,, bestimmen, 
: wenn die a,, willkürliche Funetionen sind, nicht identisch verschwinden. 


Zu diesem Zwecke greife ich heraus die Grösse 
( Au. 
OPpxOPp, 
wo 4 und v irgend welche festen Werthe haben (nur ist 4 


7, Vv ut). 
und frage, wo diese Grösse in der Determinante ’ 
O’Ayu. O°’a,, O’a,,, O’lsu ee Ace 
OpzOp,  OprOpu,  OPrÖPpu,  OPrOp, wenden 


vorkommt. Man erkennt leicht, dass sie nur vorkommt in einem Elemente 


der Determinante und in diesem Elemente im allgemeinen einmal: nur für 
w=%, 4=rv kommt sie darin zweimal vor. 


Denkt man sich jetzt die Determinante nach den Grössen 


O’ar u, 

OPx Op, 
entwickelt, so kann sie nur verschwinden, wenn die Aggregate «leicher 
Dimension in diesen Grössen identisch verschwinden, also im besonderen. 
wenn die Determinante 

O’0.4 

Op,Oop; 
dieser Grössen identisch verschwindet. Diese enthält aber, wenn die a, 
willkürliche Funetionen sind, (a—1)’ willkürliche Funetionen. 

Hiermit ist der Beweis vollständig erbracht und die Untersuchung 
soweit geführt worden, wie es an dieser Stelle geschehen sollte; es möge 
nur noch bemerkt werden, dass die Discussion der Fälle, wo die » Systeme 
(S,.) nicht alle vom hange »—1 sind, erhebliche Schwierigkeiten zu bieten 
scheint. 


IV. 
Einige Anwendungen des Begriffes der analytischen Aequivalenz dynamischer Probl 


auf bestimmte Aufraben der Mechanik. 


Es dürfte zweckmässig sein, die Untersuchungen der vorhergehenden 
Abschnitte an dem einfachsten Fall der dynamischen Probleme, für die 
» = 2 ist, zu erläutern. 
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Es sei also: 


U’ = P,dp,+P,dp;, 
T 


aa }[a, ( . Yu 2a; -. - +4 ee} 


Hieraus folgt, dass jede dynamische Aufgabe zweiter Ordnung analytisch 
äquivalent ist der Bewegung eines Punktes auf einer Fläche, deren Linien- 
element ds gegeben wird durch: 


ds' = a,dp; + 2a,,dp,dp:+ a,dp:. 


Zur analytischen Aequivalenz von zwei Problemen dieser Art ist 
nach dem Vorhergehenden hinreichend und, gewisse singuläre Fälle ausge- 
nommen, auch nothwendig, dass erstens die beiden zugehörigen Flächen auf 
einander abwickelbar sind, und dass zweitens für entsprechende Punkte 
dieser beiden Flächen U’ immer denselben Werth hat. 

Diese Bedingung ist unter allen Umständen binreichend, Man hat 
daher den Satz: 

Biegt man eine Fläche, auf welcher sich ein materieller Punkt 
bewegt, und lässt dabei auf ihn Kräfte wirken, deren Tangential- 
componenten für jeden Punkt p,, p, der Fläche immer dieselben 
Funetionen von p,, p, Sind, so durchläuft der bewegte Punkt bei 
denselben Anfangsbedingungen auf den gebogenen Flächen die 
Bahnen, welche aus der ursprünglichen Bahn dureh die Biegung 
der Fläche hervorgehen; und zwar so, dass zu entsprechenden 
Punkten p,, p; immer derselbe Werth der Zeit gehört. 

Schon Euler hat in seiner Mechanik (Mechanica sive motus scientia 
analytice exposita. Petersburg 1736. T. II. $ 869, 870) dieses Prineip der 
Biegungen angewandt, indem er dadurch das Problem der Bewegung eines 
schweren Punktes auf einem Kreiseylinder zurückführte auf die entsprechende 
Bewegung in der Ebene; die gleiche Zurückführung ist übrigens bei jedem 
Cylinder möglich. Bei Liowuvölle (Liouvilles Journal, 'T. XII (1846) 8. 558) 
findet sich das Prineip der Biegungen in den Worten ausgesprochen: „que 
des formules d’analyse identiques entre elles serviront pour le mouvement d’un 
point sur deux surfaces susceptibles d’&tre appliquees l’une sur l’autre sans 
d&ehirure ni duplieature. Herr Bertrand bemerkt (Liouvilles Journal, T. XVII 
(1851) S. 121), dass, wenn die Differentialgleichungen der Bewegung eines 
Punktes auf einer Fläche gewisse vorgeschriebene Integrale besitzen, auch 
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die durch Biegung daraus entstandenen Flächen zu denselben Integralen 
führen. Für die Flächen vom Krümmungsmaasse Null hat Herr Wittenbauer 
(Berichte der Wiener Akademie, Bd. LXXI. 1880) die Invarianz der Bahnen 
bei Verbiegungen durch rein geometrische Betrachtungen erschlossen. End 
lich habe ich in meiner Inauguraldissertation (Ueber die Bewegung eines 
Punktes auf einer Fläche. Berlin 1885.) jenen Satz in der oben angege- 
benen Form, nur mit der unnöthigen Einschränkung, dass U’ ein totales 
Differential sei, ausgesprochen und auf seine Bedeytung für die Lösung 
dynamischer Aufgaben hingewiesen. 

Das Prineip der Biegungen steht in engem Zusammenhange mit der 
Theorie der geodätischen Arümmung der Curven auf einer Fläche und 
lässt die Invarianz dieser Krümmung bei Biegungen, welche Minding (Dieses 
Journal, Bd. 6, 8. 159: „Bemerkung über die Abwicklung krummer Linien 
von Flächen“. (1830)) zuerst dargethan hat, unmittelbar erkennen. Auf 
der betrachteten Curve bewege sich vom Punkte p,. p, oder A aus ein 
materieller Punkt der Masse 1 und durchlaufe im Zeitelemente dt das Bogen- 
element AB = ds; dann wird er im folgenden Zeitelemente dt ein Bogenelement 
BC der Curve durchlaufen, das sich von ds nur um Grössen zweiter Ordnung 
unterscheidet. Es sei noch BC das Bogenelement der geodätischen Fort- 
setzung von AB, welches der Punkt, sich selbst überlassen, im zweiten Zeit- 
elemente dt zurücklegen würde, und welches auch von ds nur um Grössen 
zweiter Ordnung abweicht. Der Winkel CBC’ sei gleich dy. Dann ist mit 
Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen erster Ordnung die geodätische 
Krümmung o, der Curve im Punkte B gleich dy:ds, folglich auch gleich 
CC’ :ds’. Mithin ist e, nichts anderes als die Componente der bewegen- 
den Kraft in der Tlangentialebene der Fläche senkrecht zur Tangente der 
Bahn, dividirt durch das Quadrat der Geschwindigkeit an dieser Stelle de: 
Bahn (vergl. auch den Aufsatz von Herrn Resal, Lioueilles Journal, Ser. IIl. 
T.3 (1877) 8. 82 und die Bemerkung, welche Herr 0. Bonnet ebendaselbst 
S. 207 macht). Biegt man nunmehr die Fläche und lässt den Punkt sieh 
bei denselben Anfangsbedingungen und unter Einwirkung von Kräften be- 
wegen, welche dieselben Functionen von p,, p, sind, wie vorher, so wird 
die durch Biegung aus der gegebenen Curve entstandene Curve beschrieben: 
für diese Curve hat daher auch o, den alten Werth. 


47 


Jetzt denke ich mir umeekehrt zwei Flächen eeeeben. Auf ieder 
rn 605 J 
von ihnen bewege sich ein materieller Punkt unter dem Eintluss gegebener 
Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft 4. 44 
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Kräfte. Stellt man die Differentialgleichungen der Bewegung auf und findet 
in beiden Fällen genau dieselben Gleichungen, so lässt sich daraus er- 
schliessen, dass die Flächen auf einander abwiekelbar sind, es sei denn, 
dass einer jener singulären Fälle vorliegt, welehe eine besondere Unter- 
suchung erfordern. Diese Untersuchung lässt sich aber für den Fall »n=: 
leicht durchführen. Dabei wird sich zeigen, dass das Auftreten singulärer 
Fälle keineswegs in einem Mangel der Untersuchungsmethode seinen Grund 
hat, dass vielmehr wesentliche Unterschiede in der Natur der quadratischen 
Differentialformen eine Scheidung von Fällen bedingen. 

Jene singulären Fälle waren dadurch charakterisirt, dass nicht alle 
» Systeme (S,.), (Sa), --. (8,.) den Rang »—1 hatten. Für n=2 zeigt 
eine einfache Rechnung, dass man hat: 


dı2 a 
(S,.) NE ’ k. = k, 
m a f a r 
a a 2 
N 22 7 12 5 
(S,.) = u 


wobei % das Krümmungsmaass der quadratischen Differentialform 
dıı dp, + 2a, dp, dp:+ a,.dp;, 

bedeutet. Der Rang dieser beiden Systeme ist im allgemeinen gleich 1. 
(Gleich Null kann er nur werden, wenn %k verschwindet. Dann darf man 
aber von vorn herein voraussetzen, dass die Coeffieienten a,,. Ay. 4, Üon- 
stanten sind. Die allgemeinste Lösung der Gleichungen (A.) erhält man 
dann, wenn man %,, %), %, ebenfalls gleich (willkürlichen) CUonstanten 
setzt. Mithin hat die zweite quadratische Differentialform 


! 


0,,dp, + 2w.dp,dp,+ w.,dp; 


ebenfalls das Krümmungsmaass Null. Da nun alle Flächen vom Krüm- 
mungsmaasse Null auf einander abwiekelbar sind, so bleibt der Schluss 
von der Uebereinstimmung der Differentialgleichungen der Bewegung auf 
die Abwiekelbarkeit der Flächen richtig. Allein dieser Schluss beruht in 
dem regulären Falle darauf, dass, wenn die Differentialgleichungen der Be- 
wegung identisch sind, auch die Linienelemente, welche diese Gleichungen 
liefern (bis auf die Uonstante der mechanischen Aehnlichkeit) identisch sein 
müssen, während er in dem singulären Fall nur dadureh ermöglicht wird, 


dass die an sieh verschiedenen Linienelemente dureh Transformation der 


\Variabeln in einander übergeführt werden können. 
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Zum Schluss soll noch ein Beispiel für ein System von unendlich 
vielen materiellen Punkten gegeben werden, dessen Bewegung analytisch 
äquivalent ist der Bewegung eines Punktes auf einer Fläche, ein Beispiel. 
das ich im Winter 1887/88, angeregt durch eine Mittheilung meines ver 
ehrten Lehrers Herrn Kroxecker, mit dem ich damals in lebhaftem Verkehi 
stand, untersucht habe. 

Die Bewegung einer starren mit Masse belegten Geraden im Raume 
lässt sich zerlegen in die Bewegung der geometrischen Geraden, welche dis 
starre Gerade enthält, und die Verschiebung dieser in jener, ist daher eine 
Aufgabe fünfter Ordnung. Die Ordnungszahl kann sich aber erniedrigen. 
indem Bedingungen hinzutreten. Da von vorn herein bei dieser Untersu 
chung Bedingungen, welche die Zeit enthalten, ausgeschlossen worden sind 
so bleiben nur zwei Möglichkeiten. Entweder gestattet man die Verschie 
bung der starren Geraden in der geometrischen Geraden, oder verzichtet 
darauf. Will man eine Aufgabe zweiter Ordnung erhalten, so muss man 
daher entweder annehmen, dass die starre Gerade stets Mitglied eines 
Strahlensystems bleibt, und dass dabei ihre Lage im Strahl durch Angabe 
des Strahls bestimmt ist, oder dass die starre Gerade gezwuneen ist, auf 
einer geradlinigen Fläche zu bleiben. Kine genauere Untersuchung wird aber 
zeigen, dass der zweite Fall schon im ersten enthalten und als Ausartung 
desselben anzusehen ist. Vorausgesetzt, dass die wirkenden Kräfte nur 
von den beiden Bestimmungsstücken Pı: P> der starren Geraden abhängen. 
sind die beiden eben angegebenen Bewegungen analytisch äquivalent der 
jewegung eines Punktes auf gewissen Flächen. Es wird daher vor allem 
darauf ankommen, das Linienelement dieser Flächen herzustellen. 

Handelt es sich um die Bewegung einer starren Geraden in einem 
Strahlensystem, so lege man der Untersuchung die Fläche zu Grunde, welehe 
alle möglichen Lagen des Schwerpunktes der Geraden in sich begreift. 
und ordne jedem Punkte p,, p, dieser Fläche vermöge des dureh ihn zehen- 
den Strahles einen Punkt p,, p, auf der Gaussschen Einheitskugel zu. Das 
Linienelement der Schwerpunktsfläche sei ds, das zugehörige der Gaussschen 


Kugel do, 

Jetzt hat man die lebendige Kraft T der starren Geraden zur Zeit 
zu bilden. Die Schwerpunktsceoordinaten zur Zeit f, bezogen auf ein reeht- 
winkliges im Raume festes Coordinatensystem, seien a, b, e: die Riehtungs- 
cosinus der starren Geraden zu derselben Zeit oe, ?, y. Bezeichnet dann 
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, die Entfernung eines Punktes x, y, z der starren Geraden von ihrem 
Schwerpunkte, so ist: 

z=a+lao, y=b+4ß, 2=c+Ay. 
Die Bewegung der starren Geraden im Zeitelemente (t...t-+df) setzt sich 
zusammen aus einer Parallelverschiebung derselben, bei welcher «, P, y 
ungeändert bleiben, und a, 5b, e sich so ändern, dass 

da’+db’+de’ = ds’ 


ist, und einer Drehung der starren Geraden um den Schwerpunkt, bei wel- 
cher sich nur «, 5, y und zwar so ändern, dass 


da’+dp°+dy’ = do’ 
ist. Wird die Masse im Punkte z, y, z mit u(A)di bezeichnet, so ist die 
Masse der schweren Geraden gleich 


[u(3) di, 


dieses Integral darf daher gleich 1 gesetzt werden. Da A=0 der Schwer- 


punkt der Geraden ist, so muss 


[hu(a)dı = 


sein. Endlich wird das Trägheitsmoment der starren Geraden in Bezug auf 
ihren Schwerpunkt durch: 


[Rudi We 5 


vegeben. 
Nach diesen Vorbereitungen hat man: 


2T = mal 4) - ed ey (de 1, dry) 
ee) 


woraus folgt: 


Die Bewegung der starren Geraden in dem Strahlensysteme 
ist analytisch äquivalent der Bewegung eines Punktes auf einer 
Fläche, deren Linienelement dS durch 


dS’ = ds’+z7°do’ 


gegeben wird. 
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Lässt man nunmehr das Strahlensystem degeneriren in eine gerad- 
linige Fläche und gleichzeitig die Schwerpunktsfläche in dieselbe ge- 
radlinige Fläche übergehen, so kommt man genau zu dem Fall der Be- 
wegung einer starren Geraden auf einer geradlinigen Fläche. Die Strahlen 
ergeben aber auf der Gaussschen Kugel nur eine Curve, für einen Üy- 
linder sogar nur einen Punkt. Beim Uylinder ist also do = 0, 
dS = ds, d. h.: 


und mithin 


Die Bewegung einer starren Geraden auf einem Uylinder ist gegeben 
durch die Bewegung ihres Schwerpunktes auf dem Uylinder, wenn in diesem 
alle Masse der starren Geraden vereinigt wird. 


Im allgemeinen Falle kann man die Bogenlänge jener Curve aut 
der Gaussschen Kugel als Variable p, wählen. Dann erhält man dS 


der Formel: 


aus 


ds" = ds’+xdp.. 
Die Variable p, hat die einfache geometrische Bedeutung, dass die Linien 
p; = eonst. die erzeugenden Geraden der betrachteten Fläche sind. Als 
Variable p, darf man dann wählen die Länge einer solchen Geraden, ge- 
messen von einer festen Curve auf der Fläche. Dann wird die geradlinige 
Fläche dargestellt durch: 
2 = p(p)+e(Pp.)-Pı; 
ee a 
y = v(p)+P(p):Ppı; ee Zn 
ar en do’ +dP+dy = dp;. 
3 = X\P.)trY (P:):-Pı; 
Setzt man zur Abkürzung: 
edy+Pdw-+ydy = fdp,, 
dy +dw+dy = gdp,, 
dedp+dpdw+dydy = hdp;, 
so ergiebt sich aus diesen Gleichungen der Fläche: 
ds‘ = dp, +2 fdp,dp,+(g+2hp,+p,)dp:. 


und es ist daher: 


dS” = dp, +2 fdp,dp,+(g+2’+2hp, +pı)dp:. 


betrachtet man umgekehrt die geradlinige Fläche 
Journal Bd. 18 (1836) 8. 297): 


vergl. Minding, dieses 
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ge / (eos p:.f— Sin p,.h)dp,-+-c0s p..Ppı. 


Y= /(sinp,.f+cosp..h)dp,+sin p..Pp.. 


Z = (Vg+2—f—N°dp,, 


so erkennt man leicht, dass das Quadrat des Linienelementes dieser Fläche 
venau gleich dS’ ist, d. h.: 
Die Bewegung einer starren Geraden auf einer geradlinigen 
Fläche ist analytisch äquivalent der Bewegung eines Punktes aut 
einer zugeordneten ebenfalls geradlinigen Fläche. 
Statt dieser zweiten geradlinigen Fläche darf man aber auch irgend 
eine durch Biegung aus ihr entstandene wählen, welche letztere keines- 
wees geradlinig zu sein braucht. 


Setzt man im besonderen: 


f=-0, g=oomti, Ah=0, 
so wird: 
ds = dpı+(g-+pi)dp., dS° = dp, +(g+zrt-pı)dp:, 


und es können ds und dS angesehen werden als Linienelemente der Sehrau- 
bentlächen (helieoides gauches): 


z = 0089.P9, y=8sinp-Pp, 3=YVg.P 
und: 


Ä = 6089.:pı, Y=sinp.p, Z=Vg+z.p.. 
Bekanntlich (vergl. Minding a. a. O. S. 365) lässt sich jede solche Scehrau- 
benfläche in die Rotationsfläche einer Ketltenlinie verbiegen, wobei die er- 
zeugenden Geraden in die Meridiane übergehen. Als zugeordnete Fläche 


mit dem Linienelemente ds kann man also auch wählen das Uatenoid: 


= Vg+z’+pl.cosp, A=Yg+z+pi.sinp, 3= / iM rn 
y Y9gr#rPp, 
Nun habe ich das Jacobische Problem der Bewegung eines Punktes auf einer 
otationsfläche, wenn die Kräftefunetion in den Parallelkreisen constant ist, in 
meiner oben erwähnten Inauguraldissertation in voller Allgemeinheit gelöst”). 


Damit ist aber nach dem Prineipe der Biegungen auch die Bewegung eines 


*) Im dritten Abschnitt findet man eine Zusammenstellung der zahlreichen Litteratur 
über diesen Gegenstand. 
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Punktes auf einer Schraubentläche erledigt, wenn nur die Kräftefunetion in den 
orthogonalen Trajeetorien der erzeugenden (zeraden constant, also in der hier 
angewandten Bezeichnung eine Funetion von p, allein ist. Folglich ist auch 
die Bewegung einer starren (seraden auf einer Schraubenfläche, wenn die 
Kräftefunetion allein von p, abhängt, als bekannt anzusehen. 

Herr Fernbach hat in seiner Inauguraldissertation (Ueber die Bewe- 
eung einer homogen mit Masse belegten starren Geraden auf einer gerad 
linigen Fläche. Halle 1887.) die Bewegung einer homogen mit Masse be 
legten starren Geraden auf einem Kegel untersucht, dessen Scheitel die starre 
(serade anzieht. Diese Bewegung ist ein besonderer Fall der eben erwähn 
ten Bewegung auf einer Schraubenfläche und konnte daher nur auf einen 
Specialfall der von mir allgemein diseutirten Differentialgleichung führen: 
so erklärt es sich, dass Herr Fernbach den vierten Abschnitt meiner Inau 
ouraldissertation fast wortgetreu in die seinige übernehmen konnte. 

Auch die übrigen Fälle, in denen die Bewegung einer starren Ge- 
raden auf einer geradlinigen Fläche untersucht worden ist, lassen eine ähn 
liche Behandlung zu. 

Die Bewegung einer schweren starren Geraden auf einem parabo- 
lischen Cylinder, welche Herr Lüttich (Inauguraldissertation. ‚Jena 1883 


mit grossem Aufwand von keehnung behandelt hat, führt man so unmittel 


bar auf die elementare parabolische Wurfbewegung zurück. 
Herr Taphkorn (Inauguraldissertation. Halle 1883) untersucht die Be 
wegzung einer schweren starren (Greraden auf einem vertiealen einschaligen 


frotationshyperboloid. Ist die Gleichung dieser Fläche: 


tt uU 2 


’ ——— ) 
a av —] 
so darf man setzen: 
E ; 
Tr ACOS/D SINAD».D,. 
Pt; P:-] 
| 
7 dsINAD --GCUSAD>.D,;. 
| pt, c08hp..} 
| 
z | !. | En. 
/ [ 
Dann wird das Quadrat des Linienelementes dieser Fläche 
ds dp 2adp «dp d 4 pP dp . 
1 IR \ | - 
und das (Juadrat des Linienelementes der zueeordneten "läche ıst 


dS : dp Zadp dp a’) +z2+p,)dp:: 
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als zugeordnete Fläche kann man also wählen ebenfalls ein einschaliges 
Rotationshyperboloid, nämlich dasjenige, in dem das 4 der ersten Fläche 
durch 


ersetzt Ist. 
Die Bewegung eines schweren Punktes auf einem solchen vertiealen 
Rotationshyperboloid fällt aber ebenfalls unter die in meiner Inaugural- 


dissertation behandelten Bewegungen. 
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Ueber eine Stelle in Jacobis Aufsatz 
„Observatiuneulae ad theoriam aequationum 
pertinentes“. 


Von L. Kronecker. 


\uszue au einem Schreibeı ın Herrı ‚l 


E habe von Herrn Cayley eine Zusehrifi erhalte] ) vel laraul 


merksam macht. dass all einer Stell. In Jacobis Aufsatz Observraliun: ulae ad !heorıiam 
aequalionum pertinentes“ der Text augenscheinlich verdorb: Si |) Satz 


Abschnittes. welcher die Ueberschrift traot „Observatio de at juarı ne serliı m adus. (dd 
quam aequationes quinti gradus revocari possunt“ lautet nämlich in dem Originalabdruck 
wie folgt*): 

„Sınt elementa quinque proposila x, 7, x, x, r., ac designemus pe 


symbolum 


functionem elementorum rationalem . quae e! ımmulala manel sı elementa 
DT; 2 Dia Bun BD, eodem ordine. guo ed erhibemus. commulamus respertır:ı 


4 


cum his 


et cum hıs 


L.. Lo _ Lo Be. 


Hierzu bemerkt Herr Cayler, dass aus der Unveränderliehk Io] | | [101 1254 
yıcı 

bei der ersten Substitution offenbar die Unveränderlichkeit bei der zweiten Substitutio 

von selbst folee. dass aber doch eine Verbesserung der Stelle nieht. wie es beim Al 


druck im dritten Bande von Jacobis vesammelten Werken {S. 276) versucht word 
durch Weelassunge der zweiten Substitution sondern dadurch zu erreichen s dass 
der Ansabe der zweiten Substitution anstatt 7., T, T,, 7T.,, 7 vıeimen! 


EL, T.; L.. LI, I 


gesetzt werde. 


*) Dieses Journal, Bd. XIH. S. 345. 
Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft 4. 9 
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In ähnlicher Weise war, wie ich aus Ihren eigenen Mittheilungen weiss, für den 
Abdruck in Jacobis gesammelten Werken eine Veränderung in der Angabe der zweiten 
Substitution, nicht aber deren Weglassung, beabsichtigt. Doch ist es eben diese auf 
einem blossen Versehen beruhende Weglassung, durch welche bei Herrn Runge die Mei- 
nung entstanden ist”), Jacobi habe mit (125345) „eyklische“* Funetionen bezeichnet 


und nicht bemerkt. dlass die Funetion: 


2%, 4%, %,+2%,7,+2,0,+7,7, 
noch bei gewissen anderen als den eyklischen Substitutionen ungeändert bleibt. In der 
That geht aber, wie auch Herr Cayley in seiner Zuschrift erwähnt, aus den Entwicke- 
lungen in dem Abschnitt mit der Ueberschrift: „Observatio de aequatione sexti gradus, 
ad quam aeqnationes quinli gradus revocari possunt‘‘ deutlich hervor, dass Jacobi die 


N 


Functionen (125345) als der „hemimetacyklischen“ Gattung**) angehörige hat charakte- 
risiren wollen, und zwar in ebenso natürlicher als einfacher Weise durch nur zwei Sub- 
stitutionen, bei welchen die Funetionen uneeändert bleiben. Solche zwei Substitutionen 
können, der Natur der Sache nach, in manniefacher Weise gewählt werden: aber es liegt 
wohl am nächsten, die Funetionen zuerst als eyklische zu charakterisiren und deshalb 


als die erste der beiden Substitutionen,=so wie es Jacobi gethan hat, die eyklische: 


(” e:. 0, 2, >) 
I Br en X 


2 3 +4? 59 1 
zu wählen. Alsdann konnte die zweite Substitution nur eine solche sein. bei welcher 
2, 8, 2, 2, 2, mespeclive: in: 
FE r N 
diel T” T, I T U, 
odeı T, T, r ei, 2 
oder U T. er, ı v, 
od« ! =, a 7 1 
übergeht. Herr Cayley nimmt von diesen fünf Anordnungen die dritte; dabei müssen, 


ebenso wie bei jeder der fünf möglichen Anordnungen, vier von den Indices in der An- 
rdnung des Jacobischen Textes: 


AR re T,. nn T| 


abeeändert werden. Aber es ist doch kaum wahrscheinlich, dass der Text in der einen 
Reihe von nur D Indices durch 4 Indexfehler entstellt sein sollte. und ich möchte 
Ihnen daher eine eanz andere Art der Textverbesserung vorschlagen, nämlich nur die 
Einschaltung der Worte „inverso ordine“ zwischen et und cum his. Dann können die 
Indices der Elemente z,. x,, z,, x,. x, überall im Jacobischen Text ungeändert bleiben. 


und die Stelle lautet sonach: 


\cta Mathematica. Bd. VII. 8. 176. 


Von der Bezeiehnune „hemimetaevklisch* oder „.halbmetaevklisch* mache ich seit vielen Jahren 
meinen aleebraischen Vorlesuneen Gebrauch. Verel. auch Herrn Nettos Substitutionentheorie. 
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„Sint elementa quinque proposila x,, X,, X,, ©, x,, ac designemus per 
symbolum 


(12345 
funchonem elementorum rattonalem. quae et ımmutala manel,. sı elemenla 


en Ko Won Ti,» Tr eodem ordıne, auo ea erhibemus, ommulamus respecttıvt 
; ’ 1 


l 


cum his 


ei inverso ordine cum hıs 


Nach diesem Wortlaut soll die Funetion (12345) bei den z Subst 


I D, I L, ij I fi I I [ 
T I fi I I )- (, I I I Ä 
oder: 
r l; 
il 
ungeändert bleiben. und hierdurch wırd die „Gattune“ der Funct | 2 
„hemimetacyklische* vollkommen definirt, genau übereinstimm: t Si 


Jacobi die Funetion: 


ra ra r.a ra ra 
als eine die Gattune (12345 reprasentirende bezeichnet | 
Substitutionen die ıhrer Form nach einfachsten. dureh deren Z 
herstellen lassen. bei welchen eine hemimetaevklise] "unctı | 
bleibt. d.h. eine solehe Function wird am einfachsten du 





charakterisirt. und eben weil ich von dieser Bestimmunesweis 
Funetionen schon bei meinen ersten Arbeiten über Gleichung t 
vemacht hatte. lao mir der Gedanke nahe. den Jacobıs \\ 


ur htie zu stellen 


Die vorgeschlagene Einschaltung der Worte „inrerso ordin« 
: „r j ; er A 1. 
der zweiten Substitution emphehlt sich ül Ylvens auch ıNnS 
1 Fan . k ' ' 
„eodem ordine. quo ed eschthbemus‘ 14 (\e] \neabı (l US in 


liche Bedeutune erhalten. 


In Beziehung auf das Geschichtliche des Inhalts des Jacol 
merkt Herr Cayley am Schlusse seiner Zuschrift: The history 0 ıe sea qu 
question is rather curious: originally discorered by Malfattı in 1771 \ f 


Math. Ann. r, \/II, D. 151 . el TR independ. ntlı rediscoi ed ! / IS 
bu Cockle and Harley IS5N 39), see ma Hemoiır .On a neu 


Ihe theory of equations of the fıftı order“ (Phil. Trans. T. CLII. 18 











352 Kronecker, über Jacobi s observatiunculae ad theoriam aequationum pertinentes. 
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In Beziehung auf das Sachliche der Jacobischen Deduction möchte ich hinzu- 
bemerken, dass dieselbe an Durchsichtigkeit gewinnt, wenn man statt der Zahl 5 
ine beliebige ungerade Primzahl » nimmt und also rationale Funetionen der r Ele- 
mente 2,, 2. %,, ».. 2„-ı betrachtet. Dann wird nämlich eine rationale Function 
a. 2, 2, 22. 21), Welche der hemimetacyklischen Gattung angehört, durch die zwei 


(rleichungen: 


Bi EDLER. ii u) 9o Be 


‘ 
IK» 


4 


vollständig charakterisirt, wobei in üblicher Weise z; = z;;„ und für g eine primitive 





('ongruenzwurzel von n zu nehmen ist. Die $n(n—1) Permutationen der hemimeta- 
cyklischen Gattung werden demgemäss durch die folgende repräsentirt: 
(I, 22 1, 12% Kr re Dr m a ® 

wenn man darin den Buchstaben ®, r die Werthe: 

LE... so FAR En... ei 
heileet. Hiernach ist ersichtlich, dass auch die Differenz: 

DL... 2 +) DL .: 25 +) @=0,1,. 1) 
eine Function der hemimetacyklischen Gattung ist, und wenn dieselbe zur Abkürzung 
mi Bi... a und das Produet der In(n— 1) Differenzen der Grössen Dos Us see An | 
mit AG... 2%, ...) bezeichnet wird, so bestehen die Relationen: 
BI... 2 u u ac er el + 


Dei (Juotient - 


ee 


(k=(, 1 
f » \ 
u Tr, ...) 


1 
sl 


ist also eine Function der metacyklischen Gattung und genügt daher einer Gleichung 


vom Grade (na— 2)!. deren Coeflicienten symmetrische Funetionen von &,,2,,... 2, _.ı sind. 


Hieraus folgt aber unmittelbar, dass die hemimetacyklische Function H(... x;, einer 
Gleichung desselben Grades genügt, in welcher die Coeffieienten der geraden Potenzen 
von H symmetrische, die der ungeraden Potenzen alternirende Functionen der Grössen x sind. 

Dass endlich jede beliebige hemimetacyklische Function 9... #4, ...) Wurzel 
einer Gleichung des Grades (n—2)! ist, deren Coefficienten zweiwerthige Functionen der 
Grössen = sind, geht einfach daraus hervor, dass die Permutationen der hemimetacy- 
klischen Grattunge unter denen der zweiwerthisgen enthalten sind. und dass demnach um- 
gekehrt die Gattung der zweiwerthigen Funetionen selbst unter der hemimetacyklischen 
(hattung enthalten Ist. 


Berlin. 22. October 1890. 
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